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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

En vue d’une densification urbaine durable, un outil ayant pour but d’éva-
luer et d’assister la conception d’ilots urbains compacts pourvus d’une densité
de population cible a été créé et testé dans le cadre du projet CoMod (Compa-
cité urbaine sous l'angle de la modélisation mathématique) et dans le cadre des
travaux de De Smet [De 18|. Le concept de compacité spatiale est appliqué ici,
a I’échelle architecturale, sur le bati, le non-bati et leur combinaison. Cette ap-
proche encourage les typo-morphologies économes en terrains et en ressources
matérielles, tout en étant efficaces d’un point de vue énergétique. Afin d’éviter
les potentielles dérives résultant de 'emploi & outrance de ce concept, divers
critéres, notamment relatifs aux espaces verts, aux ombres portées ainsi que
des distances et surfaces minimales sont considérés.

Cependant, viser la compacité urbaine entraine une conciliation difficile
entre les divers critéres quantitatifs et qualitatifs. Dans ce contexte, un des ob-
jectifs du projet CoMod est d’étudier des problématiques liées a la compacité
urbaine & travers le prisme de modéles mathématiques et d’outils informa-
tiques; tout cela dans le but d’automatiser 'optimisation et ’arbitrage des

critéres de compacité.

La philosophie de cette thése est de montrer la pertinence et la richesse
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d’une collaboration interdisciplinaire urbanisme /mathématiques. Dans le cadre
de cette thése, nous utilisons des algorithmes et des modéles trés génériques
mais ayant déja fait leurs preuves. Nous faisons ainsi appel &, notamment, des
notions de théorie des jeur |[LCS16]|, de théorie des graphes [CLRS09], des al-
gorithmes de recherche locale |[EGO09] et des problemes d’optimisation tels que
le Facility Location Problem [FHO09| et le Knapsack Problem [KPP04].

Ces différents outils ont pour avantage d’étre trés flexibles. Ils sont donc
facilement adaptables & diverses problématiques; notamment celle de la com-
pacité urbaine. Il est important de noter que ces modéles sont trés généraux.
Ainsi, bien que nous les appliquions ici & la problématique de la compacité
urbaine, ils peuvent aider & répondre & d’autres questions, urbanistiques ou

non.

Afin de valider la pertinence des modéles considérés dans le cadre de la
compacité urbaine, nous avons implémenté un programme : CUBE (Compact
Urban Block Explorer). CUBE est un outil possédant plusieurs facettes. Il
fournit notamment un module proposant des configurations d’ilots optimisant
certains critéres de compacité [MDSM™*20, DSMB*22|. CUBE posséde égale-
ment des modules traitant de I'affectation des batiments dans un quartier.

CUBE n’a pas la prétention de remplacer le travail de 'urbaniste. Il four-
nit des outils assistant 'utilisateur dans la conception d’ilots compacts et doit
étre percu comme un terminal de contréle. L’utilisateur reste libre d’entrer les
paramétres des différents critéres de compacité pris en compte. Le programme
propose ensuite une solution optimisant au mieux les différents critéres.

En plus de proposer et implémenter des modéles mathématiques adaptés
a I’étude de la compacité, le troisiéme défi rencontré dans cette thése est de
maintenir le dialogue entre plusieurs communautés de chercheurs : les urba-
nistes, les informaticiens et les mathématiciens. Ainsi, le présent document est
rédigé de sorte a étre compréhensible par un maximum de lecteurs. Les spé-
cialistes trouveront peut-étre que certains concepts issus de leur domaine de
prédilection sont abordés de maniére succincte. Ils ne doivent cependant pas



oublier les autres communautés de chercheurs au bagage significativement dif-
férent, qui vont découvrir un domaine dans lequel ils ne sont pas familiers. Le
lecteur est invité & se référer a la bibliographie pour approfondir les différents

sujets rencontrés dans cette thése.

Le chapitre 2 présente briévement le probléme de I’étalement urbain et la
notion de compacité urbaine. Les chapitres suivants sont organisés de sorte a
faire transparaitre I’augmentation du nombre de critéres de compacités pris en
compte par CUBE, mais également I'intégration de 1’échelle urbanistique.

Pour faciliter la lecture de ces chapitres, les titres sont syntaxiquement or-
ganisés comme suit : «notions d’urbanisme et modéle mathématique». Ainsi,
le chapitre 3 traite de la problématique de la porosité. Cette notion liée a la

surface non-batie de l'ilot est abordée via des algorithmes de recherche locale.

Dans le chapitre 4, nous considérons des critéres de compacité supplémen-
taires. Ces nouveaux critéres portent, notamment, sur la présence d’espaces
verts au sein de 'ilot. Les espaces verts apportent les premiers conflits impor-
tants entre critéres. Afin de gérer ces conflits, nos algorithmes se basent sur
des notions de théorie des jeux.

Le chapitre 5 traite de I'affectation des batiments. Les travaux de De Smet
préconisent que les citoyens aient un accés rapide a diverses facilités (écoles,
commerces de proximité, etc.). Considérer 'affectation des batiments demande
de quitter I’échelle de 'ilot pour celle du quartier, voire de la ville. Déterminer
le meilleur emplacement pour ces différentes facilités se fait grace a des pro-

blémes d’optimisation.

Le chapitre 6 présente un mode d’emploi des différents modules de CUBE.
Ce dernier chapitre permet également de rappeler brievement les différents

modéles et algorithmes présentés dans les chapitres précédents.






CHAPITRE 2

ETALEMENT URBAIN VERSUS COMPACITE

L’accroissement démographique, les modalités de la croissance économique,
les modes de vie et de consommation contemporains entrainent des formes de
développement urbain, nécessitant des besoins en fonciers, en matériaux et en
énergies toujours grandissants. Partout dans le monde, en particulier en Wallo-
nie [CR21]|, le phénoméne d’étalement urbain est observé. Ce phénomeéne, bien
qu’indicateur de croissance économique, présente de nombreux inconvénients,

notamment une utilisation trop importante de ressources fonciéres.
Le but de ce chapitre est de présenter briévement le probléme de 1’étale-

ment urbain, ses inconvénients, ainsi qu’'une des solutions envisagées dans la

littérature : I’étude des villes compactes.

2.1 Etalement urbain

L’étalement urbain est une notion complexe pouvant étre définie de plu-
sieurs fagons. Dans leur rapport de 2016 [HSOT 16|, 'European Environment
Agency (EEA) et le Federal Office for the Environment (FEON) ont réalisé une
revue de la littérature pour finalement retenir la définition suivante, également
retenue par I'Institut wallon de la prospection et de la statistique (Iweps) dans
son rapport de 2021 [CR21] :
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Définition 2.1.1 (Etalement Urbain [HSO*16, CR21]). L’étalement ur-
bain est un phénoméne perceptible visuellement dans le paysage. Un pay-
sage est affecté par I’étalement urbain lorsqu’il est imprégné par le dévelop-
pement urbain ou des batiments isolés et lorsque 1'occupation des sols par
habitant ou par emploi est élevée. Plus la surface batie est importante dans
un paysage donné (quantité de surface batie) et plus cette surface batie est
dispersée dans le paysage (configuration spatiale), plus la consommation
de surface batie par habitant ou par emploi est élevée (intensité d’utilisa-
tion plus faible dans la zone batie), plus le degré d’étalement urbain est

élevé.

Cette définition met en avant trois dimensions principales de I'étalement

urbain :

e L’artificialisation du sol, i.e. la consommation de surfaces initialement
dédiées a 'agriculture ou la forét, entre autres, par des surfaces artificia-
lisées baties ou non béaties

e Une faible efficience/intensité de l'utilisation qui est faite du sol artifi-
cialisé par rapport au nombre d’habitants et au nombre d’emplois;

e La dispersion spatiale de ’artificialisation, soit 1’éparpillement sur le ter-
ritoire des surfaces artificialisées et des activités humaines qui y sont
lices. La dispersion peut étre mesurée sans référent(s) spatial(aux) ou
par rapport & des lieux particuliers définis et adaptés au contexte, par
exemple des centralités !

La Figure 2.1 illustre ces trois dimensions. Les deux premiers schémas illustrent
la tendance au desserrement urbain induite par I’étalement, les deux derniers
la tendance & la dispersion.

Certains auteurs présentent ’étalement urbain comme une étape dans le
développement naturel d’une ville. Celle-ci peut partir d’une forme compacte
et ensuite se décentraliser suivant la croissance démographique et économique.

1. Nous qualifions de centralité la capacité d’action d’un élément central (le centre urbain,
la métropole) sur sa périphérie en termes de desserte, de services, d’attractivité, et d’une
maniére générale, de polarisation [Gé19].
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O Espace non-bati
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FIGURE 2.1 — Les différentes dimensions de 1’étalement urbain [CR21, HSO*16]
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Au bout d’un certain temps, les zones étalées peuvent redevenir plus com-
pactes via un remplissage, la sous-division des parcelles et un développement
plus dense |Tor06]. Cependant, ce niveau d’étalement ne peut étre considéré
comme naturel de maniére significative seulement durant les périodes de faible

urbanisation et peut étre évité avec une planification adéquate.

De potentiels avantages de 1’étalement urbain sont liés & ’économie et la
pollution de I’air. Les entreprises peuvent avoir tendance a bouger vers la péri-
phérie de la ville afin d’avoir accés & plus d’espace et d’améliorer les connexions
avec les systémes de transport. Méme si cela peut augmenter les distances entre
les zones résidentielles et les lieux de travail, donc augmenter le trafic en ban-
lieue urbaine et la pollution atmosphérique, certains auteurs [Ing98| affirment
que I’étalement urbain réduit les transports de marchandises en centre-ville, et
donc la pollution de 'air et les embouteillages. La décentralisation des zones
résidentielles et des lieux de travail est vue pour certains comme un moyen
efficace de réduire la pollution de 'air en centre-ville et les trajets entre les

banlicues résidentielles et les lieux de travail.

Malgré ces quelques avantages, ’étalement urbain présente de nombreux
inconvénients environnementaux, économiques et sociaux. L’appropriation des
terres est une des plus grandes menaces de ’étalement urbain. Les sols sont une
ressource finie, leur perte ou leur destruction est dans la plupart des cas irréver-
sible. Le rapport de TEEA [HSO™ 16| donne certaines conséquences d’étalement
urbain ainsi que des références pour approfondir le sujet. Les conséquences sont
reprises par thématique dans la Table 2.1.

TABLE 2.1 — Conséquences environnementales, économiques et sociales de 'étale-
ment urbain [HSO*16]

Thématique Conséquences

Couverture des sols e Assimilation des sols par les batiments et
autres infrastructures et pertes de terres
cultivables.

Suite a la page suivante
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TABLE 2.1 — suite

Thématique

Conséquences

e Suppression et altération de terres
cultivables sur de grandes étendues.

e Tassement du sol, imperméabilisation des
surfaces du sol, perte des fonctions écologiques
du sol, perte de perméabilité a I’eau, réduction
de la régénération des eaux souterraines et
réduction de I’évapotranspiration,
désertification .

Géomorphologie

e Modifications locales de la géomorphologie,
(par exemple coupe ou stabilisation des

pentes) sur de plus larges surfaces.

Changements climatiques

et énergétiques

e Changement des conditions
microclimatiques résultant de 'effet d’ilot de
chaleur urbaine qui entraine une réduction de
la couverture végétale, une diminution de
'albédo (pouvoir réfléchissant d’une surface)
et un réchauffement des surfaces et variabilité
accrue des températures.

e Baisse de 'humidité de l'air suite & un
rayonnement solaire plus important, humidité
stagnante en raison du tassement du sol et
variabilité accrue de 'humidité.

e Perturbation de la circulation du vent a
cause de la suppression de la végétation et de
la construction de batiments.

e Accroissement des consommations d’énergie
et des émissions de gaz & effet de serre par
personne.

e Réduction de I'absorption du CO, suite a
I’élimination de la végétation telle que les

foréts et les prairies sur de grandes surfaces.

Suite a la page suivante
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TABLE 2.1 — suite

Thématique

Conséquences

Pollution atmosphérique,

sonore et lumineuse

e Pollution atmosphérique plus élevée par
habitant en raison des gaz d’échappement des
véhicules, des engrais, de la poussiére, du sel
de déneigement, de ’huile, du carburant et
d’autres substances qui provoquent la
pollution de 'air et de ’eau ainsi que
I'eutrophisation (accumulation de nutriments
tels que 'azote et le phosphore dans
I'environnement).

e Plus grande pollution sonore (source
d’insomnies).

e Plus grande pollution lumineuse, altération
des conditions lumineuses et autres stimuli
visuels.

e Allongement des distances pour le transport
et le traitement des déchets, qui contrebalance

les effets positifs du recyclage des matériaux.

Eau

e Altérations hydrologiques des bassins
versants résultant de la diminution de la
quantité et de la qualité des eaux souterraines
et des changements de niveau des nappes
phréatiques.

e Modification des cours d’eau de surface.
e Pollution des eaux de pluie par 'abrasion
des pneus, la poussiére et les métaux lourds
qui se déversent dans les riviéres.

e Risques de fuites par habitant plus élevés
suite a ’agrandissement du réseau de

canalisations.

Suite & la page suivante
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TABLE 2.1 — suite

Thématique

Conséquences

e Drainage, évacuation plus rapide de I’eau et
augmentation du risque d’inondation en
raison, entre autres, de I’étanchéité des
surfaces.

e Diminution de la dynamique hydrologique
des zones humides autour des villes étalées.

e Compétition entre 'irrigation agricole et la
consommation d’eau par les citadins (e.g.
pendant les étés secs).

Faune et flore

e Perte d’habitat pour les espéces indigénes
et parfois création de nouveaux habitats avec
des conditions spéciales.

e Perte de la biodiversité des sols.

e Augmentation du nombre d’espéces
invasives et propagation de ces derniéres en
conséquence des changements des conditions
climatiques.

e Diminution de la résilience des écosystémes.
e Appauvrissement ou altération des
communautés d’espéces.

e Modification des réseaux alimentaires en
raison de l'altération des disponibilités en
nourriture.

e Effet de barriére, fragmentation des
habitats, perturbation des voies de migration,
entrave a la dispersion, augmentation de la
mortalité routiére de la faune, isolement des
populations, dégradation des réseaux
écologiques, perte des infrastructures vertes

existantes.

Suite a la page suivante
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TABLE 2.1 — suite

Thématique Conséquences
e [solation génétique et augmentation de la
consanguinité de la faune.
e Recolonisation restreinte des parcelles
d’habitats vides.
Paysages e Invasion des paysages par des zones baties.
Economie e Coiits de transport plus élevés liés aux

déplacements domicile-travail pour les
ménages.

e Plus grande demande pour les transports,
utilisation plus élevée de la voiture.

e Augmentation des divers coiits liés aux
infrastructures des transports.

e Réduction de la production alimentaire et
de lautosuffisance, et une plus grande
dépendance & I'égard des importations
alimentaires.

e Perte de revenus liés au tourisme pour les

zones ol les paysages ont été dégradés.

Impacts sociaux et qualité
de vie

e Lieux de vie souhaités par de nombreuses
personnes car les logements & faible densité
offrent plus d’intimité et des jardins plus
vastes que dans les quartiers densément bétis
des villes.

e Proportion plus élevée de ménages
individuels, ce qui entraine un style de vie plus
gourmand en ressources.

e Plus grande ségrégation du développement
résidentiel en fonction du revenu.

e Allongement des trajets domicile-travail et

réduction des interactions sociales.

Suite a la page suivante
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TABLE 2.1 — suite

Thématique Conséquences

e Problémes respiratoires (e.g. asthme) suite
a la pollution de l'air.
e Augmentation de 'usage de la voiture au

détriment de la marche augmentant ’obésité,

le stress et diminuant ’activité physique.

Afin d’essayer de réduire, voire éviter les effets négatifs de ’étalement ur-
bain, une des solutions possibles est d’étudier les villes compactes.

2.2 Compacité

La notion de wille compacte est construite en totale opposition a celle de
I’étalement urbain. Une ville compacte se veut plus dense, plus économe en
énergie et moins polluante de par sa haute densité. La compacité est un modéle
dont la densité n’est qu’'un de ses indicateurs. La ville compacte reprend les
attributs de la ville pédestre, ol se déplacer & pied est le moyen de transport
principal [Pou04]. Neuman identifie les caractéristiques suivantes pour la ville
compacte [Neu05| :

Définition 2.2.1 (Attributs de la ville compacte [Neu05]). Un ville com-

pacte est caractérisée par :
o des densités résidentielles et d’emploi élevées ;
e une mixité des utilisations des sols;;

e une proximité d’utilisations variées et une taille modérée des par-

celles de terrain ;
e une augmentation des interactions économiques et sociales;

e un développement contigu (certaines parcelles peuvent étre aban-

données, ou vacantes ou étre des parkings de surfaces) ;
e un développement urbain contenu, délimité par des limites lisibles;

e des transports multimodaux ;




14 Chapitre 2 — Etalement urbain versus compacité

e des hauts degrés d’accessibilité locaux et régionaux ;

e des hauts degrés de connectivité des rues (internes et externes), in-
cluant les trottoirs et les pistes cyclables;

e un faible ratio des espaces ouverts;
e un controle unitaire de la planification de I’aménagement des sols;

e une capacité fiscale suffisante du gouvernement pour financer les
équipements et infrastructures urbains.

Un des avantages de la ville compacte est de permettre une économie des
sols urbanisés, i.e. des terrains utilisés pour le développement de la ville. Ceci
permet la protection des espaces verts et la préservation des sols cultivables. La
ville compacte induit également une économie d’énergie due aux déplacements
[Pou04]. Ce dernier point est appuyé par la courbe de Newman et Kenworthy
(Figure 2.2) qui lie de fagon inversement proportionnelle la densité résidentielle

et la consommation d’énergie par habitant.
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T Detroit Villes
; eDenver américaines
=
60
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F Boston
; 0 «Washington DC
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Moscoug &
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. s . s
FIGURE 2.2 — Consommation de carburant et densité urbaine d’aprés Peter
Newman et Jeffrey Kenworthy [Des11].
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Nous étudions dans un premier temps la compacité a 1’échelle de I'ilot
urbain. En urbanisme, un ilot est défini comme un ensemble restreint de bati-
ments et de parcelles non béaties entouré par des rues ou des avenues en réseau
public (Figure 2.3). Une attention particuliére est portée sur les répercussions
spatiales dérivées du processus de compactification. En effet, un ensemble de
contraintes spatiales et morphologiques doit étre pris en compte lors de la créa-
tion d’ilots de logements compacts afin d’éviter une augmentation exagérée de
la compacité tout en favorisant les qualités spatiales des espaces compacts.

FIGURE 2.3 — A gauche un ilot de la ville de Dersden [K&08]. A droite, Barcelone
et le plan Cerda ou chaque «carré» de batiments est un ilot [Alh07].

Un ensemble de contraintes ont été définies [DSL19] et sont prises en consi-
dération dans notre étude :

e un volume et une superficie d’habitat minima par type de logement ;

e un pourcentage de superficie d’espaces verts par ilot, dont 50% sont
constitués de maximum deux espaces de forme considérée comme com-
pacte;

e un apport de luminosité suffisant sur les fagades, les espaces extérieurs

et les espaces intérieurs ;

e une distance minimale entre facades du point de vue de la promiscuité
et de l'accessibilité par les services de secours;
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e un sentiment de fermeture de I'ensemble et de ses composants, permet-

tant notamment une certaine porosité entre l'intra-ilot et I’extérieur.

Cibler la compacité urbaine fait face & une conciliation difficile entre di-
vers paramétres quantitatifs et qualitatifs. L’outil développé dans la thése de
De Smet [De 18| est un outil statique, dans lequel concilier I'ensemble des
paramétres nécessite une utilisation «par tatonnementsy, rendue fastidieuse
par un encodage manuel des paramétres. Ces derniers doivent étre préalable-
ment calculés par 'utilisateur a chaque étape de la conception, et ce, en rai-
son du caractére itératif du processus de conception. Une facilité considérable
pourrait découler d’un interfacage de ’outil avec un logiciel de représenta-
tion 3D. Cette disposition permettrait le calcul automatique de la majorité
des indicateurs, sur la base d’'un modéle DAO (dessin assisté par ordinateur)
de I'flot, dans toutes ses composantes. Il deviendrait alors possible de guider
plus efficacement 'utilisateur de 'outil, sur base d’'une configuration donnée
d’un projet, quant & I'intérét d’une modification spécifique envisagée. Cette
approche nécessiterait un procédé permettant de hiérarchiser les indicateurs
et contraintes. L’outil aurait alors toutes les propriétés nécessaires a la mise
en ceuvre d’une véritable démarche d’optimisation, au sens mathématique du
terme [MDSM*20, DSMB*22].

Dans ce contexte, ’objectif principal du Projet CoMod et donc de la pré-
sente thése est d’implémenter un outil générant des configurations d’ilots com-
pacts afin d’assister I'urbaniste dans son travail de planification. Pour ce faire,
nous utilisons divers modeéles mathématiques et algorithmiques (la recherche
locale, la théorie des jeux, la théorie des graphes, entre autres). Appliquer ces
modéles a la question de la compacité de I'ilot urbain n’est qu'un exemple
parmi toutes leurs autres utilisations potentielles de ces modéles.
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2.3 Meéthodologie et conception de CUBE

Le développement des nouvelles technologies augmente l'intérét des cher-
cheurs pour les outils informatiques dans 1’étude de morphologies urbaines.
Carpio-Pinedo et al. illustrent le potentiel du Computational Design, i.e. le de-
sign de formes urbaines a 'aide d’outils informatiques. Il ressort de leur article
[CPRML20] que tels outils sont particuliérement adaptés pour créer, designer

et évaluer de nouvelles formes urbaines.

Parmi les processus pouvant se retrouver sous la dénomination de Compu-
tational Design, citons le Solid Modeling de Shapiro [Sha02|. Le Solid Modeling
consiste & représenter des objets urbanistiques comme des solides dans le sens
géométrique du terme. Avoir un objet géométrique facilite 'utilisation d’algo-
rithme de représentation de 'objet. De plus grice a un tel algorithme, il est

aisé de modifier les dimensions de 'objet.

Un autre exemple de Computational Design est la modélisation paramé-
trique utilisée par Moura [Moul5|. La modélisation paramétrique simule les
résultats de paramétres urbain dans le paysage volumétrique d’une ville. La
cartographie dynamique induite par la modélisation paramétrique permet d’ex-
plorer les impacts des conditions actuelles définies par la loi et les changements
potentiels de ces paramétres. A I’aide de la modélisation paramétrique et d’ou-
tils informatiques, I’article de Moura [Moul5| présente une simulation du futur
du paysage urbain du lac Pampulha au Brésil en considérant les paramétres
urbains actuel ainsi que des études prédictives sur les possibles transformations
de cette zone.

En géographie, dans le méme état d’esprit, certains chercheurs s’intéressent
a des méthodes dites multi-agents. Le multi-agent se base sur un ensemble de
régles empiriques associées a chaque agent du systéme (qui peut représenter les
individus, les batiments ou autre encore). Ces agents interagissent entre eux
pour simuler I’évolution de processus urbains. Via un modéle multi-agents,
Sanders et al. ont implémenté SIMPOP [SPM™97|, un outil permettant de si-

muler I’évolution d’une colonie au cours du temps. Citons également les travaux
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d’Ali et al. [ASLT20] et de Yang et al. [YGY19| qui présentent des modéles
multi-agent permettant respectivement d’ajouter de la végétation et ville et de

simuler des mouvements de foules.

Notre démarche s’intégre totalement dans le Computational Design. Elle
partage de nombreux points commun avec les travaux mentionnés ci-dessus,
via l'utilisation d’algorithmes et modéles multi-agents pour résoudre ou étudier
des problématiques urbaines. Cependant, notre méthodologie se démarque sur

plusieurs aspects.

Si nous devions la résumer trés briévement, la méthodologie des travaux
précédents est la suivante : énoncé une problématique urbaine, concevoir un
modéle et un algorithme dédié & cette problématique. Notre méthodologie se
démarque par l'utilisation de modéles issus des sciences mathématiques pour
étudier la problématique urbaine. Ces modéles sont trés généraux et flexibles.
Ainsi, nos modeéles et algorithmes peuvent étre aisément adaptés pour ré-
soudre d’autres problématique. De plus, le modéle créé est le fruit de plusieurs
échanges entre urbanistes, informaticiens et mathématiciens. Ces échanges per-
mettent d’une part d’identifier des outils pertinents dans le cadre urbanistique
et d’autre part de valider les solutions proposées par notre programme.

Notre outil générateur d’ilots, CUBE (Compact Urban Block Explorer), est
composé de plusieurs modules. Chacun d’entre eux répond a une problématique
liée & la compacité urbaine. CUBE est implémenté en suivant les principes de
la programmation orientée objet. Ainsi, certaines classes composant ces mo-
dules sont présentées dans le texte afin d’assurer une bonne compréhension du
fonctionnement de CUBE.

La méthodologie employée afin de construire CUBE est la suivante. Nous
commencons par ne considérer qu'un seul et unique critére de compacité, simple
& optimiser. Nous utilisons des modéles et méthodes mathématiques adaptés
pour résoudre le probléme d’optimisation ainsi défini. Nous ajoutons ensuite
progressivement de nouveaux critéres et contraintes afin d’améliorer la perti-

nence des solutions retournées par les modéles. Une fois qu'un modéle montre
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ses limites pour le probléme considéré, nous utilisons un autre modéle mathé-
matique plus complexe, mais qui outrepasse les limitations rencontrées. Dans
les chapitres qui suivent, nous présentons les modéles que nous avons utilisés

dans le cadre du projet CoMod et les résultats obtenus grace & ceux-ci.

Pour faciliter la lecture de ces chapitres, les titres sont syntaxiquement
organisés comme suit : «notions d’urbanisme et modéle mathématique». Ainsi
par exemple, le chapitre 3 traite de la problématique de la porosité. Cette
notion liée & la surface non-batie de I'ilot est abordée via des algorithmes de
recherche locale.






CHAPITRE 3

POROSITE DE L’ILOT ET RECHERCHE LOCALE

Le premier critére de compacité de 1'1lot 2 considéré concerne la porosité de
celui-ci (rapport entre l'aire non-batie et I'aire totale de I'tlot). La o la com-
pacité porte sur 'occupation des sols par du béati, la porosité porte sur le vide.
Essayer de minimiser la porosité augmente le nombre de logements potentiels
et donc la densité de I'ilot. La présence d’espaces vides est cependant indispen-
sable dans la composition d’une morphologie urbaine. Il reste donc nécessaire
de conserver un minimum de porosité dans les ilots construits. Un outil basé sur
des algorithmes de recherche locale [EG09|, LSCUBE (Local Search Compact
Urban Block Explorer), est implémenté , afin d’étudier ce critére. LSCUBE
cherche a créer des configurations d’ilots les moins poreuses possibles, tout en
respectant diverses contraintes permettant de guider 'outil vers des solutions
plus pertinentes.

La premiére partie de ce chapitre est consacrée a la présentation des no-
tions théoriques nécessaires a la compréhension des différents algorithmes de
recherche locale. Dans la seconde partie, nous décrivons les différentes modé-
lisations envisagées pour définir un probléme exploitable par les algorithmes
ainsi que les solutions obtenues.

2. Pour rappel, un ilot est défini comme un ensemble restreint de batiments et de parcelles
non baties entouré par des rues ou des avenues en réseau public.

21



22 Chapitre 3 — Porosité de I'ilot et recherche locale

3.1 Recherche locale

3.1.1 Le Hill Climbing

En informatique, la recherche locale est une méthode pour résoudre des
problémes d’optimisation. Intuitivement, un tel probléme peut étre formulé
comme suit : étant donné un ensemble de solutions pour un probléme, nous
voulons trouver les solutions qui maximisent ou minimisent un certain critére
appelé fonction objectif. Formellement, un tel probléme peut étre défini comme
suit.

Définition 3.1.1 (Probléme d’optimisation). Soit S un ensemble de so-
lutions pour un probléme donné. Soit f : S — R une fonction appelée
fonction objectif. Le but d’un probléme d’optimisation est de trouver x € S

tel que x = arg max f(s) ou z = argmin f(s).
ses ses

Remarque 3.1.2. Les problémes d’optimisation sont souvent NP-difficiles.
De tels problémes ont un trés grand nombre de solutions. Enumérer chaque
solution prendrait beaucoup trop de temps et cela méme avec ’aide d’un outil
informatique. C’est pourquoi il est nécessaire d’utiliser d’autres techniques.
Certaines de ces méthodes, comme la recherche locale, sont dites approchées.
Ces algorithmes ne retournent pas systématiquement la solution optimale.

Les algorithmes de recherche locale utilisent la fonction objectif d’un pro-
bléme d’optimisation afin d’évaluer la qualité d’une solution. Pour sélectionner

une solution, la recherche locale utilise une opération de voisinage.

Définition 3.1.3 (Voisinage [EG09]). Une opération de voisinage N est
une fonction N : § — 29 qui assigne a chaque solution s € S un ensemble
de solutions N(s) € S. Un élément de N(s) est appelé un voisin de s.

Un voisin d’une solution s est traditionnellement obtenu en appliquant une
petite transformation a s. Un exemple d’opération de voisinage sur I’ensemble
de solutions de la Figure 3.1 est d’attribuer & chaque solution les solutions qui

lui sont adjacentes. Ainsi le voisinage de la solution verte est 1’ensemble des
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FIGURE 3.1 — Un ensemble de solutions (les cercles) avec leur évaluation par
une fonction objectif.

solutions bleues.

L’algorithme de recherche locale le plus basique est connu sous le nom
de Hill Climbing (Algorithme 1). En supposant vouloir minimiser la fonction

objectif f : S — R, cet algorithme fonctionne comme suit :

e L’algorithme démarre a partir d’une solution quelconque s € S (peut étre
spécifiée par I'utilisateur ou sélectionnée aléatoirement) ;

L’algorithme génére un voisinage de s selon 'opération N : § — 29

Parmi les solutions de N (s), la solution s" avec la plus petite valeur de
f est sélectionnée ;

Si f(s") < f(s), alors s" devient la nouvelle solution courante ;

Sinon, I'algorithme retourne s et s’arréte.
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Le Hill Climbing s’arréte quand il a trouvé une solution meilleure que tous ses
voisins. Afin d’éviter de potentielles boucles infinies (dans le cas ou I’algorithme
peut bouger d’une solution & une autre ayant la méme valeur par exemple) ou
un temps d’exécution trop long, le Hill Climbing peut également stopper la
recherche quand un critére d’arrét est satisfait (nombre d’itérations ou temps

maximum).

Algorithme 1 : Hill Climbing
Entrées : Un ensemble de solutions S, une opération de voisinage
N : S — 25 ¢t une fonction objectif f: S — R.

Sortie : La meilleure solution trouvée.

1 Soit s une solution quelconque de S
2 répéter

3 | 8« argmingey(s) f()

4 si f(s') < f(s) alors

5 ‘ s« s
6
7
8
9

sinon

‘ retourner s
jusqu’a la satisfaction de critéres d’arrét
retourner s

Exemple 3.1.4. Considérons ’ensemble de solutions de la Figure 3.1 et sup-
posons que le Hill Climbing démarre de la solution verte de valeur 17. Le
voisinage de la solution verte est ’ensemble des solutions bleues. La solution
bleue avec la plus petite valeur est celle de valeur 10. Cette derniére solution
a une meilleure évaluation que la solution de départ. Elle devient donc notre
nouvelle solution courante. Le meilleur voisin de notre solution courante est
la solution orange de valeur 9. La solution orange n’ayant pas de voisin de

meilleure qualité qu’elle, cette derniére est retournée par 'algorithme.

Remarque 3.1.5. Comme dit précédemment, la recherche locale n’est pas une
méthode exacte. Ainsi, dans 'exemple précédent, le Hill Climbing a retourné
la solution orange de valeur 9. Cependant, ce n’est pas la solution avec la plus
petite valeur. En effet, la meilleure solution de la Figure 3.1 est la solution

rouge de valeur 3. La solution orange est un optimum local alors que la solution
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rouge est un optimum global. Afin d’approcher au mieux 'optimum global d’un
ensemble de solutions, nous avons besoin de méthodes plus complexes : les

métaheuristiques.

3.1.2 Meétaheuristiques

Définition 3.1.6 (Métaheuristiques [EG09]|). Les métaheuristiques peu-
vent étre définies comme des méthodologies générales de haut niveau pou-
vant étre utilisées comme des guides pour résoudre des problémes d’opti-

misation spécifiques.

Remarque 3.1.7. Les métaheuristiques sont des méthodes trés générales.
Nous les utilisons ici pour résoudre des problémes liés & la compacité urbaine
mais elles peuvent étre utilisées pour résoudre d’autres types de problémes,
urbanistiques ou non.

Le Hill Climbing est une métaheuristique. Un autre exemple de métaheuris-
tique est le Random Descent (Algorithme 2). Cet algorithme est trés similaire
au Hill Climbing dans son fonctionnement. La différence majeure réside dans
la facon de sélectionner un voisin d’une solution. Au lieu de sélectionner le
meilleur voisin, ici l'algorithme sélectionne un voisin de la solution courante
aléatoirement. Si ce voisin est meilleur, il devient la nouvelle solution courante.
Utiliser cette métaheuristique permet de gagner du temps de calcul lorsque les

voisinages sont trés grands.

Une autre métaheuristique bien connue et souvent utilisée est le Simula-
ted Annealing (Algorithme 3). Une spécificité de cet algorithme est de parfois
accepter, comme nouvelle solution courante, une solution de moins bonne qua-
lité. Pour cela, l'algorithme utilise un paramétre T' appelé la température du
systéme. Notons s la solution courante trouvée par le Simulated Annealing et
s" un des voisins s choisi aléatoirement. Si f(s') — f(s) < 0 i.e., si s est de
meilleure qualité que s, alors s’ devient la nouvelle solution courante comme
pour I’Algorithme 2. Sinon, s’ peut quand méme devenir la nouvelle solution

INICOENIO)
T

courante avec une probabilité de e . Plus la différence de qualité entre

s et s’ est petite, plus la probabilité que s’ soit acceptée est grande. Aprés un
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Algorithme 2 : Random Descent

Entrées : Un ensemble de solutions S, une opération de voisinage
N : S — 25 et une fonction objectif f : § — R.

Sortie : La meilleure solution trouvée.

1 Soit s une solution quelconque de S

2 répéter

3 Soit s’ € N(s) choisi aléatoirement

4 si f(s') < f(s) alors

5 ‘ s« s

6 jusqu’a la satisfaction de critéres d’arrét

7

retourner s

Algorithme 3 : Simulated Annealing

Entrées : Un ensemble de solutions S, une opération de voisinage
N : S — 25 et une fonction objectif f: S — R, Tp la
température initiale, T;,;, la température minimale que
peut avoir le systéme.

Sortie : La meilleure solution trouvée.

1 Soit s une solution quelconque de S
2 T «— TQ

3 répéter

4 répéter

5 Soit s’ € N(s) choisi aléatoirement

6 si f(s') — f(s) <0 alors

7 ‘ 5« s

8 sinon

9 ‘ s « s’ avec une probabilité de e_w
10 jusqu’a la satisfaction de critéres d’arrét
11 Diminuer la valeur de T'

12 jusqu’a T = Thin

13 retourner s
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certain temps ou un certain nombre d’itérations, la température 7" diminue,

diminuant également la probabilité qu’une moins bonne solution soit choisie.

Les métaheuristiques décrites dans cette section sont celles que nous avons
testées dans LSCUBE. Cependant, il en existe d’autres, notamment, la re-
cherche tabou [EGO09] et les algorithmes génétiques. Ces derniers sont présentés
dans la section 5.4.

3.2 Modélisation

Nous expliquons dans cette section comment nous modélisons notre pro-
bléme de porosité afin de pouvoir utiliser des algorithmes de recherche locale.
Nous décrivons ici comment nous définissons une solution de notre probléme,
la fonction objectif et I'opération de voisinage. Cette section se conclut par la
présentation et I’analyse d’exemples de solutions retournées par LSCUBE; ici

implémenté en Java 8.

3.2.1 Modélisation d’une solution

Pour calculer la porosité de I’ilot, nous n’avons besoin que de connaitre
I’aire totale de I'ilot et I'aire non-batie. Ainsi, a ce stade, il n’est pas nécessaire
de prendre en compte la hauteur des batiments et donc de modéliser un ilot
comme un objet en trois dimensions. Pour efficacement observer les différentes

surfaces composant l'ilot, il est naturel de considérer la vue en plan de celui-ci.

Afin de pouvoir définir une opération de voisinage simple, de différencier
deux ilots et d’identifier facilement les différents composants de 'ilot (bati-
ments, espaces verts, etc.), la surface de I'tlot est simplement quadrillée. Les
différentes cellules du quadrillage peuvent avoir différentes couleurs. Les cases
blanches (dites vides), représentant du terrain & aménager. Les agglomérations
de cellules de la méme couleur symbolisent des batiments 3.

La Figure 3.2 illustre une telle modélisation. Notons que la taille de 1'ilot
ainsi que la taille des cellules n’est pas fixe. Lors de l'initialisation d’un pro-

3. La couleur verte est réservée a la future modélisation des espaces verts.
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FI1GURE 3.2 — Un exemple de modélisation d’un ilot avec deux batiments.

bléme, 'utilisateur doit définir le nombre de cases en longueur et en largeur de
I'ilot ainsi que 'aire d’une cellule du quadrillage. Dés lors, le quadrillage de la
Figure 3.2 peut étre composé aussi bien de cellules de 1 m sur 1 m que de 10m

sur 10 m.

La représentation d’un ilot sous forme de quadrillage permet a I'utilisateur
de facilement en visualiser la configuration. La premiére approche utilisée pour
implémenter ce quadrillage est d’utiliser une matrice. A chaque cellule de la
matrice correspond une case du quadrillage. A chaque batiment est attribué un
numéro d’identification. Toutes les cellules de la matrice ayant ce numéro sont
considérées comme composant ce batiment. Par convention, une cellule valant
0 symbolise une case vide. Une telle matrice a I'avantage d’étre facilement
implémentable et utilisable par LSCUBE. Cela permet également de pouvoir
facilement reconstruire le quadrillage, plus visuel. Par exemple, la Figure 3.3
est la matrice symbolisant le quadrillage de la Figure 3.2.

Cependant, utiliser une matrice pour représenter un ilot limite la forme
de ce dernier & un rectangle avec un pavage carré. Or, il peut étre intéressant
d’avoir des géométries d’ilots plus variées et d’utiliser d’autres pavages (hexa-
gonaux, triangulaires, etc.). Utiliser d’autres pavages permet d’obtenir des ba-
timents avec des formes différentes et d’autres rapports entre le périmétre et

I’aire qu’en considérant uniquement des batiments composés de modules carrés.
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FI1GURE 3.3 — Matrice représentant le quadrillage de la Figure 3.2

VALY, VALY, N

FIGURE 3.4 — De gauche a droite : un pavage triangulaire [Non09a|, un pavage
hexagonal [Non09b] et un pavage carré tronqué [Non09c|.

Nous ne considérons que des pavages composés de polygones réguliers. Ce
choix nous donne déja accés a une grande variété de pavages possibles et fa-
cilite 'implémentation d’un pavage. Dans notre implémentation, pour définir
un pavage, il est nécessaire de définir préalablement une cellule de ce pavage.
Cela se fait via 'objet Cel11.

Une instance de Cell prend en entrées le nombre de cotés de la cellule,
la longueur d’un c6té ainsi que le nombre maximum de cellules adjacentes que
peut avoir notre instance dans un pavage. Le dernier paramétre doit étre spé-
cifié car, en fonction du type de pavage, deux cellules de méme forme peuvent
étre adjacentes & un nombre différent de cellules. Par exemple, une cellule
carrée dans un pavage carré (Figure 3.2) a, au plus, un point d’intersection
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avec huit autres cellules. Alors que dans un pavage carré tronqué (Figure 3.4),
elle n’en a que quatre. Un objet Cell posséde une liste de références vers les
cellules qui lui sont adjacentes lorsqu’il est utilisé dans un pavage. Enfin, re-
marquons que, comme les cellules sont des polygones réguliers, il est trés aisé
de connaitre leur aire. Si nous notons A(n,x) 'aire d'un polygone régulier & n

cOtés de longueur x, nous avons :

113271

A(n,x) = mn(%)'

En outre, une instance de Cell contient 'identifiant du batiment auquel elle
appartient, ainsi que sa couleur.

Un pavage (implémenté via 'objet Tiling) est simplement une liste d’ob-
jets Cell connectés entre eux?. La classe Tiling est une classe abstraite
définissant une méthode abstraite generate. Chaque type de pavage est une
sous-classe de Tiling redéfinissant la méthode generate en fonction de sa
forme et de la forme de ses cellules.

Remarque 3.2.1. Sinous considérons que chaque cellule d’un pavage ne peut
étre que de deux couleurs (rouge ou blanche), alors pour un pavage ayant k
cellules, il y a exactement 2* configurations possibles. Pour donner un ordre
d’idée, pour un pavage ayant 6 cellules en longueur et en largeur comme a la
Figure 3.2, nous avons 236 = 68 719 476 736 configurations d’ilots possibles.
Pour un pavage ayant 50 cellules en longueur et en largeur comme a la Figure
3.7, nous avons 22°00 ~ 3,76 - 1072 solutions. Il est exclu d’énumeérer toutes les

solutions pour un tel probléme.

3.2.2 Fonction objectif

Pour calculer la porosité de 1'ilot, nous avons besoin de son aire totale et
de son aire non-bdtie. Obtenir 'aire totale de I'llot est trés facile. En effet,
chaque Cell connaissant sa surface, une instance de Ti1ling peut calculer sa

surface totale en sommant cumulativement ’aire des objets Cel1l créés lors sa

4. Une instance de la classe Tiling peut étre vue comme un graphe ou les noeuds de
ce graphe ont une forme géométrique spécifique et un degré fixe. La notion de graphe est
détaillée a la section 5.1
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génération.

Concernant I’aire non-bdtie, nous exploitons 1’égalité suivante : aire totale =
aire non-batie + aire batie. Nous en déduisons que 2renon-bitie _ 7 _ aire batic
aire totale aire totale

Nous préférons utiliser le membre de droite de ’équation précédente. En ef-
fet, il est plus simple d’obtenir ’aire bdtie de I'tlot notamment grace a ’objet

GroupOfCells.

Un GroupOfCells contient un set (collection d’éléments non ordonnés
et sans doublons) de Cells de méme couleur et ayant le méme identifiant. La
classe GroupOfCells modélise les différents composants de l'ilot (batiments,
espaces verts, etc..). Une instance de GroupOfCells maintient l'aire et le
périmétre de la forme qu’elle décrit sur I'ilot en fonction des cellules qui lui
sont ajoutées ou retirées pendant la recherche locale. Ainsi pour calculer I’ aire
batie d’un ilot, il suffit de calculer la somme des aires des GroupOfCells

identifiés comme des batiments.

3.2.3 Opération de voisinage

L’opération de voisinage de base consiste simplement & changer la couleur
d’une cellule du pavage. Ainsi, le voisinage d’une solution donnée est I’ensemble
des solutions dont la couleur d’une seule cellule différe. Un exemple d’un tel

voisinage est illustré a la Figure 3.5.

Générer les voisins d’une solution donnée se fait & l'aide de la classe
ChangeColorMove. Une instance de cette classe prend en entrée deux para-
métres : I'indice d’une cellule du pavage® et une chaine de caractéres contenant
le code HTML d’une couleur. Si un tel objet recoit en entrée un indice k et une
couleur c, il peut, grace a sa méthode apply, changer la couleur de la cellule
k en la couleur c.

Conservons le code couleur de la Figure 3.5 : blanc pour les cellules vides
et rouge pour les batiments. Pour obtenir un voisin d’une solution donnée, il
suffit de changer une cellule blanche en cellule rouge ou inversement. Changer

5. Rappelons qu'un pavage est implémenté comme une liste de cellules interconnectées.
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Une solution

"

Le voisinage de cette solution

F1GURE 3.5 — Une solution et son voisinage.

une cellule rouge en blanche a pour effet de supprimer une cellule du batiment
auquel elle appartenait. Si c¢’était la seule cellule composant un batiment, le
batiment est supprimé. Lorsque qu’'une cellule blanche est colorée en rouge,
CUBE vérifie dans un premier temps les cellules adjacentes a la cellule visée. Si
une de ces cellules appartient & un batiment, la nouvelle cellule rouge agrandit

ce batiment. Sinon, un nouveau batiment est créé.

3.2.4 Contraintes

La solution optimale avec pour unique objectif de minimiser le rapport entre
la surface non-batie et la surface de I'ilot est simplement 'ilot bati a 100%.
Cependant cette solution n’a que peu d’intérét d’un point de vue urbanistique.
Pour encourager ’algorithme a retourner des ilots avec des morphologies plus

variées, nous devons ajouter des contraintes & notre modéle.

Les algorithmes de recherche locale peuvent travailler avec deux types de
contraintes. Le premier type correspond & des contraintes dites obligatoires.
Avec de telles contraintes, seules les solutions satisfaisant un certain critére
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sont considérées comme valides et peuvent étre retournées par 'algorithme,
et cela méme si certaines solutions ne satisfaisant pas la contrainte ont une

meilleure évaluation par la fonction objectif.

Les travaux de De Smet [De 18] identifient la nécessité d’avoir une distance
minimale entre les facades des batiments, afin de garantir un certain confort et
le respect de la vie privée, par exemple 6 m entre les piéces de jour et 3,8 m pour
les autres piéces. Ce critére nous sert de base a la création d’'une contrainte
obligatoire.

Intuitivement, vérifier si deux batiments sont suffisamment distants est
facile. Il suffit d’identifier deux batiments qui se font face et de mesurer la
distance entre les deux fagades. Néanmoins, mettre en place tout un systéme
de coordonnées dans ’espace ainsi que des procédés pour calculer la distance
entre deux batiments demanderait un travail complexe et peu utile de par la

construction cellule par cellule des composants de I'ilot.

En effet, nous avons connaissance des dimensions de chaque cellule. Ainsi
en comptant simplement les cases vides entre chaque batiment, nous pouvons
en déduire la distance entre ceux-ci. En pratique, 1'utilisateur peut spécifier
un nombre minimum 7 de cases devant étre vides entre deux batiments. Lors
de la création d’une cellule batie x durant la recherche locale, le programme
vérifie si, parmi les cellules dans un rayon d’au plus r par rapport a la cellule
x, il n’y aucune cellule appartenant a un autre batiment.

Exemple 3.2.2. Considérons la Figure 3.6 et supposons que la case centrale
est la derniére colorée. Si le paramétre r de la contrainte vaut 1, alors cette

solution est acceptable. Si r vaut 2, cette solution n’est pas acceptable.

N’ajouter que cette contrainte & la recherche locale n’empéche pas ’'obten-
tion d’un unique batiment occupant la totalité de I'ilot lors de 'utilisation d’un
algorithme déterministe démarrant de I'ilot vide. Lors de 'utilisation d’algo-
rithmes comme le Random Descent, les solutions retournées contiennent quan-
tité de petits batiments éparpillés dans I'ilot comme illustré a la Figure 3.7. En
fonction de I’échelle, une telle solution peut impliquer ’existence de batiments
de 2m?. 11 est donc nécessaire d’implémenter des contraintes supplémentaires.
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Cases dans un rayon de 1 par rapport a la case centrale

Cases dans un rayon de 2 par rapport a la case centrale

FIGURE 3.6 — Une case et les cellules positionnées dans un rayon d’au plus 2
par rapport & cette derniére.

F1GURE 3.7 — Une solution obtenue par le Random Descent visant la porosité
minimale et avec au moins 4 cases vides entre les batiments.

Les autres contraintes implémentées sont des contraintes dites pénalisantes.
Elles ajoutent une pénalité & ’évaluation des solutions ne vérifiant pas un cri-
tére donné. La premiére contrainte pénalisante implémentée vérifie si le nombre
appartient & un intervalle défini par I'utilisateur. Notons b(s) le nombre de ba-
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timents présents dans une configuration d’ilot s. Soient x,y € N, les bornes de
I'intervalle spécifié par I'utilisateur ot z < y. Nous définissons la pénalité 3, ,
ou
x—0b(s) sib(s) <z,
Bry(s) =10 si b(s) € [z, ], (3.1)
b(s) —y sib(s)>uy.

| | | | | | | | | |
T T T T 1

T T T T T
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

FIGURE 3.8 — Graphe de la pénalité 5 19.

Avec cette contrainte, ’objectif & minimiser est maintenant la fonction g
telle que g(s) = f(s)+Bzy(s) ou f est la fonction objectif initiale. Les pénalités
servent a guider la recherche locale vers des solutions respectant leurs critéres.
Comme illustré a la Figure 3.8, plus le nombre de batiments est proche de
Iintervalle désiré, plus la pénalité est faible. Ainsi, LSCUBE va préférer natu-
rellement les solutions satisfaisant la contrainte.

Remarques 3.2.3. Soit s une configuration de l'ilot et f(s) la porosité de
s. Pour tout s, f(s) € [0,1]. Si b(s) ¢ [z,y], nous avons S, ,(s) = 1. Dés lors
I’algorithme va prioriser la satisfaction de la contrainte a la minimisation de la
porosité. Ainsi, afin d’accélérer la recherche, le programme a maintenant la pos-
sibilité de supprimer un batiment en entier en une seule opération de voisinage

et non plus case par case en réalisant une combinaison de ChangeColorMove.
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Ajouter uniquement cette contrainte a la recherche permet d’éviter des so-
lutions avec beaucoup de petits batiments éparpillés sur I'ilot, comme dans le
cas de la Figure 3.7. Cependant, cela ne limite que le nombre de batiments
possible. Il est toujours possible d’obtenir un batiment immense accompagné
de quelques batiments minuscules. Afin d’éviter cela, deux autres contraintes
pénalisantes sont implémentées. La premiére exige que le périmétre de chaque
batiment appartienne & un intervalle donné et la seconde que l'aire de chaque
batiment appartienne & un intervalle donné. Pour chaque batiment, nous défi-
nissons une pénalité suivant la structure de ’équation (3.1) mais portant sur
le périmeétre ou l'aire. Les pénalités des deux contraintes sont la somme des
pénalités individuelles des batiments.

3.2.5 Choix d’implémentation annexes

Avant de présenter quelques résultats obtenus par LSCUBE, nous détaillons

certains choix d’implémentations et fonctionnalités notables.

Premiérement, 1'utilisateur a la possibilité de verrouiller certaines cellules
du pavage. Les cellules verrouillées ne peuvent pas changer de couleur pendant
la recherche. Cette fonctionnalité permet de modéliser la présence dans I'ilot
d’une zone naturelle protégée, d’un batiment historique, etc.

Deuxiémement, afin de garantir une évaluation de la fonction objectif effi-
cace, un systéme d’invariants est implémenté. Un invariant© est un objet qui
observe les solutions sélectionnées par ’algorithme et maintient diverses pro-
priétés sur ces solutions. Ici, notre invariant maintient le nombre de batiments
dans I'ilot, aire totale béatie et le périmétre total bati. Lorsque qu’une solution
est transformée afin de générer un voisin, l'invariant est notifié et met & jour ses
propriétés. Ensuite, la fonction objectif et les contraintes consultent I'invariant

pour évaluer le voisin généré.

6. Ce qui ne varie pas dans un invariant, comme nous l’avons défini, est le fait que les

propriétés sur la solution observée sont toujours maintenues et mises a jour.
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3.2.6 Premiers résultats obtenus

Nous présentons ici certains résultats obtenus par LSCUBE. Notre implé-
mentation se base sur la libraire JAMES [DDDF17|, librairie JAVA fournissant
une implémentation des différentes métaheuristiques ainsi que divers outils
utiles a I'implémentation des solutions, des voisinages et des contraintes.

Les résultats présentés ont été obtenus par le Parallel Tempering, algo-
rithme nous retournant les résultats les plus pertinents. Le Parallel Tempering
est une variante du Simulated Annealing exploitant les processeurs multi-coeurs
modernes. Sans entrer dans les détails, cet algorithme exécute plusieurs Simu-
lated Annealing en paralléle. Chaque exécution a une température différente et
& intervalles réguliers, elles échangent leurs solutions courantes. De plus amples
informations sur le Parallel Tempering peuvent étre trouvées dans la documen-
tation de JAMES [DDDF17].

Les exemples suivants (Figures 3.9 a4 3.12) ont été obtenus par notre pro-
gramme sur un ilot de 102m par 102m pavé par des carrés de 2m de coté.
L’objectif est de minimiser la porosité. De plus, nous prenons en compte les
contraintes suivantes : avoir entre 6 et 10 batiments, les batiments doivent
avoir un périmeétre compris entre 75m et 500 m et il doit y avoir minimum 4 m

(ou deux cellules vides) entre les fagades de deux béatiments.

Les couleurs des batiments des Figures 3.9 et 3.11 ne sont que visuelles,
elles n’ont aucune signification particuliére. Ces solutions ont été présentées
aux membres du projet CoMod afin de débattre de leur qualité urbanistique.
Il est ressorti de ces discussions que, bien que la forme des batiments soit peu
conventionnelle (due a l’aléatoire utilisé par le Parallel Tempering), ces pre-
miers résultats sont intéressants. Nous observons que, grace a la contrainte de
distance entre les facades le programme, crée naturellement des chemins dans
Iilot. Ces chemins, une fois aménagés, peuvent permettre aux piétons de faci-

lement se déplacer a 'intérieur de I'ilot.

Les premiers résultats ne comprenant que des batiments étant promet-
teurs, I’étape suivante de modélisation a été d’ajouter un nouveau composant
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de l'llot : les espaces verts. Les travaux de De Smet [De 18] préconisent la pré-
sence d’au moins 20% d’espaces verts dans I'ilot. De plus, au moins la moitié
de cette surface verte doit étre composée d’au plus deux espaces verts. Imposer
qu’un certain pourcentage de la surface de I'ilot soit recouvert d’espaces verts
peut facilement étre modélisé d’une part & ’aide d’une contrainte et d’autre
part en permettant & I'opération de voisinage de colorer en vert les cellules du
pavage.

FIGURE 3.9 — Solution type retournée par LSCUBE.

F1GURE 3.10 — Une solution obtenue sur un pavage hexagonal.
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FIGURE 3.11 — Un résultat avec un batiment verrouillée par l'utilisateur (le

batiment rectangulaire marron).

FIGURE 3.12 — Solution type retournée par LSCUBE avec des espace verts.
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Cependant, I’ajout de cette contrainte met en évidence les limites du mo-
déle actuel. Comme illustré a la Figure 3.12, pour atteindre son pourcentage
d’espaces verts, LSCUBE se contente de remplir les chemins avec les espaces
verts et ensuite de disperser des petits espaces verts dans tout l'ilot. Or la
volonté derriére ces contraintes est la création de jardins ou de petits parcs au

sein de l'ilot.

Ce comportement découle de la contradiction entre 1’objectif principal de la
recherche (minimiser la porosité) et recouvrir le terrain par des espaces verts.
Une zone allouée & des espaces verts est une zone non-batie et donc augmente
la porosité de I'ilot. C’est pour cela que le programme remplit dans un premier
temps les «cheminsy, car ces cellules ne peuvent pas étre baties & cause des

contraintes.

Le modéle actuel basé sur la recherche locale est un modéle mono-objectif.
Comme déja expliqué, pour les algorithmes de recherche locale, optimiser
la fonction objectif et éviter les pénalités revient & un seul objectif princi-
pal. Ainsi, le programme est amené & hiérarchiser la fonction objectif et les
contraintes. Plus la pénalité est grande, plus la contrainte est importante. Cela
peut amener l'outil & totalement ignorer certaines contraintes.

Afin d’outrepasser ces problémes, il est nécessaire que le deuxiéme module
de CUBE se base sur un modéle multi-objectifs. Un tel modéle pourrait éviter

la hiérarchisation des contraintes.

Dans le cadre de I'optimisation multi-objectifs, nous cherchons & trouver
une solution qui optimise une famille de fonctions objectif. Cependant, dans
I’optimisation multi-objectifs, il n’existe pas toujours de solution qui optimise
toutes les fonctions objectifs simultanément. C’est le cas pour 'exemple de la
Figure 3.13. Il n’y a aucune solution qui minimise les fonctions f; et f en méme
temps. Ainsi, pour un probléme d’optimisation multi-objectifs, 'attention est
portée sur les solutions dites Pareto optimales. Dans la suite, nous supposons

que nous voulons minimiser toutes les fonctions objectifs.
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Définition 3.2.4 (Pareto dominance [EG09]). Un vecteur objectif u =
(u1,...,up)domine le vecteur v = (v, ...,v,) (noté u < v) si et seulement
si aucune composante de v n’est plus petite que la composante correspon-
dante dans u et qu’au moins une composante de u est strictement plus

petite, i.e.,

Vie{l,...,n},u; <v; AJie{l,...,n} tel que u; < v;,

Définition 3.2.5 (Pareto optimalité [EG09]). Une solution z* € S est
Pareto optimal si pour tout z € S, f(x) ¥ f(z*).

x |1 2 3 4
fil0 1 2 1
foll1 0 1 1

FI1GURE 3.13 — Un ensemble de solutions pour un probléme avec deux fonctions
objectifs (f1 et f2). En gris, les solutions Pareto optimales (en admettant vouloir
minimiser les deux fonctions).

Exemple 3.2.6. Dans le Figure 3.13, la solution 4 domine la solution 3. Les

solutions 1 et 2 sont Pareto optimales.

Trouver un optimum de Pareto peut se faire & ’aide de métaheuristiques
adaptées. Nous ne détaillons pas plus la notion d’optimum de Pareto ainsi que
I’optimisation multi-critére dans le présent document. Le lecteur intéressé peut
se référer a I'ouvrage d’El-Ghazali [EG09]. Au vue des contradictions et des
conflits entre les critéres, nous préférons étudier des notions issues de la théorie
des jeux. En effet, la théorie des jeux est de par sa nature est particuliérement
adaptée a la gestion de conflits. Les optima de Pareto restent, cependant, une

notion intéressante & étudier dans un travail ultérieur.






CHAPITRE 4

CRITERES DE COMPACITE ET THEORIE DES JEUX

Le principe fondamental de la théorie des jeux est de modéliser des interac-
tions entre des entités ou des systémes comme des jeux entre plusieurs joueurs.
Les concepts de la théorie des jeux peuvent étre appliqués & de nombreux
domaines : informatique, économie, biologie, politique ou, dans notre cas, 1'ur-
banisme. Chaque joueur peut avoir son propre objectif et chercher sa victoire
individuelle. Ainsi, gérer des contradictions entre des objectifs potentiellement
antagonistes est intrinséque & la théorie des jeux.

La théorie des jeux peut ainsi aider a 'intégration des espaces verts dans la
modélisation de I'ilot. Ce chapitre présente dans, un premier temps, les notions
mathématiques théoriques utilisées dans la deuxiéme version de 'outil. Dans
un second temps, nous décrivons comment nous modélisons le probléme d’ilot

compact comme un jeu multijoueur ainsi que certains choix d’implémentation.

43
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4.1 Notions de théorie des jeux

4.1.1 Définition d’un jeu et Equilibre de Nash

Définition 4.1.1 (Jeu sous forme stratégique). Un jeu sous forme stra-
tégique est défini par G = (N, (S;)ien, (gi)ien) Ol :
e N ={1,2,...,n} est un ensemble de nombres naturels symbolisant

I’ensemble des joueurs.

e Pour tout i € IV, S; est 'ensemble des stratégies du joueur %.
On note S = X, S; et on appelle un élément de S un profil de

stratégies.

e Pour tout i € IV, g; : S — R est la fonction de gain du joueur i.

Remarque 4.1.2. Dans le cas oll un joueur ¢ veut maximiser g;, nous dirons
que g; est la fonction de gains du joueur 4. Si le joueur veut minimiser g;, cette
fonction sera appelée fonction de cofits.

Remarque 4.1.3. Les stratégies des joueurs symbolisent les actions des diffé-
rents joueurs dans le jeu et peuvent prendre différentes formes selon le contexte.
Une stratégie peut donc étre un nombre, le déplacement d’un pion aux échecs,
le choix d’une position dans une grille de bataille navale, etc. Si pour tout
1€ N, S; est un ensemble fini, on dit que G est un jeu fini.

& A B C
J1

A (3,3) | (=5,9) | (—3,8)
B (9,-5) | (2,2) (2,6)
C (6,3) (7,7) (5,5)

FIGURE 4.1 — Un exemple de jeu sous forme stratégique.

Exemple 4.1.4. Considérons le jeu a deux joueurs de la Figure 4.1. Chaque
joueur a trois stratégies A, B et C disposées verticalement pour le joueur 1
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et horizontalement pour le joueur 2. Chaque couple du tableau représente les
gains des joueurs en fonction des stratégies qu’ils ont choisies : la premiére
composante pour le joueur 1 et la deuxiéme pour le joueur 2. Un tel jeu se joue
a la facon d’un pierre-feuille-ciseaux, i.e. les joueurs choisissent une stratégie
en méme temps et recoivent des gains en conséquence. Ainsi, si le joueur 1
choisit la stratégie B et le joueur 2 la stratégie C, ils ont respectivement un
gain de 2 et de 6.

Remarque 4.1.5. Si, dans 'exemple précédent, les deux joueurs ont les mémes
ensembles de stratégies, ce n’est pas une obligation en général. Deux joueurs

peuvent avoir des stratégies ou un nombre de stratégies différents.

Notations. Soit s = (s1,...sp) un profil de stratégies. Nous notons s_; le

sous profil de stratégies de s ne contenant pas s;. Nous notons également S_; =
X keN\(i} k-

Nous supposons que tous les joueurs sont rationnels, égoistes et ont une
connaissance parfaite des tenants et aboutissants du jeu. Par rationnel, nous
entendons qu’un joueur choisit toujours une stratégie en adéquation avec son
propre objectif. Un joueur égoiste est un joueur qui se concentre uniquement
sur son objectif. Il joue sans se soucier d’avantager ou de désavantager les autres
joueurs. Enfin, chaque joueur connait toutes ses stratégies ainsi que celles des

autres joueurs. Il a ainsi connaissance des gains qu’il peut engendrer.

Parmi les profils de stratégies, il y en a qui nous intéressent particuliére-
ment : les Equilibres de Nash. Intuitivement, imaginons que les joueurs puissent
se concerter avant de jouer et se mettre d’accord sur la stratégie qu’ils vont
adopter. De par sa rationalité et son égoisme, si un des joueurs se rend compte
qu’il peut améliorer son gain en changeant de stratégie au dernier moment, il
changera de stratégie quitte a léser les autres joueurs. Un Equilibre de Nash est
un profil de stratégie pour lequel aucun des joueurs n’a intérét a trahir I’accord
préalable et changer de stratégie au dernier moment.

Définition 4.1.6 (Equilibre de Nash).
Soient un jeu G = (N, (Si)ien), (gi)ien) et s* = (51,...,5,) € S. Le profil
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de stratégies s* est un Equilibre de Nash (EN) si et seulement si
Vie N,Vti € Si, gi(si, 5—i) > gi(ti, 5—i)
en supposant que tous les joueurs veuillent maximiser leurs gains.

Exemple 4.1.7. Dans le jeu de la Figure 4.1, le profil (C, B) est un EN. En
effet, pour ce profil, le joueur 1 & un gain de 7. S’il change sa stratégie pour
B, il aura un gain de 2. S’il change sa stratégie pour A, il aura un gain de —5.
Le méme raisonnement peut étre fait pour le joueur 2. S’il change de stratégie

ses gains diminuent.

Dans un EN, il n’y a aucune garantie qu’un des joueurs optimise ses gains.
Par exemple, dans le jeu de la Figure 4.1, les joueurs ont un gain de 7 dans
I'EN (C, B). Cependant, le plus gros gain possible pour les deux joueurs est
de 9. Un EN est une situation stable ot les joueurs ne peuvent plus améliorer
leurs gains. Pour tous les joueurs, un EN est un optimum si tous les autres
joueurs fixent leur stratégie.

Trouver un EN peut permettre de définir la fin d’un jeu comme illustré ci-
dessous. Les exemples suivants permettent de mieux comprendre et de mieux

appréhender les nuances de la notion d’Equilibre de Nash.

Exemple 4.1.8 (Dilemme du prisonnier). Considérons le jeu illustré a la Fi-
gure 4.2, jeu connu sous le nom du dilemme du prisonnier. Dans ce jeu, deux
prisonniers sont interrogés séparément suite & un crime qu’ils ont commis. Les

deux prisonniers ont deux stratégies possibles :
e parler (stratégie P) et dénoncer son complice;
e se taire (stratégie T').

Si les deux prisonniers se taisent, ils obtiennent une peine minimale de 2 ans
de prison faute de preuves. Si un seul des deux prisonniers dénonce l'autre,
il est remis en liberté et ’autre obtient la peine maximale de 10 ans. S’ils se
dénoncent entre eux, ils sont condamnés a une peine réduite de 5 ans de prison
suite a leur coopération.

Intuitivement, il semble raisonnable de penser que les deux prisonniers vont
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se taire par solidarité et afin d’obtenir une peine globalement minimale. Ce-
pendant, les deux prisonniers ont intérét & parler. En effet, si un des deux
prisonniers se tait, il n’a aucune garantie que son complice en fera autant. La
menace d’étre le seul a faire de la prison, pousse les deux joueurs & se dénoncer.
Cet exemple met en lumiére qu'un EN ne garantit pas 'optimalité des gains
des joueurs. En effet, le seul EN de ce jeu est le profil (P, P) ou les deux joueurs

ont une peine de prison de 5 ans.

2l p T
J1

P | (55) | (0,10
T | (10,0) | (2,2)

FIGURE 4.2 — Le dilemme du prisonnier.

Exemple 4.1.9 (Probléme des marchands de glace). Nous présentons ici
un exemple de jeu un peu plus complexe. Comprendre cet exemple peut ai-
der & comprendre certains résultats obtenus par CUBE. Tous les détails de
cet exemple peuvent étre trouvés dans 'ouvrage de Matsumoto et Szida-
rovszky [MS16].

Deux marchands de glaces MG et MGy se font concurrence sur une plage et
veulent trouver le meilleur emplacement pour leur échoppe. Pour simplifier le
modele, il est supposé que la plage est 'intervalle [0, 1]. Les deux marchands
doivent donc choisir une position x; et 2 dans [0, 1]. Les clients sont distribués
uniformément le long de la plage. Chacun d’entre eux achéte une créme gla-
cée dans la boutique la plus proche. Un client se trouvant a la méme distance
des deux marchands choisit sa boutique aléatoirement. Le nombre de clients
de chaque magasin est donc proportionnel & la longueur du sous-ensemble de
[0,1] qui contient les points plus proches de lui que de son concurrent. Nous
définissons donc un jeu ot, les deux marchands de glaces sont les joueurs, les
ensembles de stratégies S; = Sz = [0,1], la fonction de gains de MG est
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définie par :

1ty if T < T2,
gl(xl,xz) = % if 11 = 29,
1-— :E1J2rx2 if 1 > w9,

et la fonction de gains de M G2, ga2(z1,22) = g1(x2,x1). La Figure 4.3 illustre
une situation o les deux marchands se partagent équitablement la plage. En
effet, nous avons g1(%,2) = g¢2(3,3) = 4. Concentrons-nous sur MG. Si,
comme & la Figure 4.3, xo > %, MG peut augmenter ses gains en choisis-
sant x1 proche de z9 par la gauche. Comme illustré & la Figure 4.4, en s’ap-
prochant de za, MG1 augmente son nombre de clients potentiels. En effet,
g1(%, i) = %—Z ~ 0.71. Symétriquement, si zo < %, MG@G1 peut augmenter ses
gains en s’approchant de xo par la droite. Dans les deux cas, MG peut tou-
jours augmenter ses gains en convergeant vers xz. Il n’y a pas de maximum
atteignable, et donc pas d’EN dans ces cas. Cependant, si xo = %, MG peut

maximiser ses gains en choisissant z; = % Ces arguments sont aussi valables
1
2
Le point & retenir est que pour atteindre 1’équilibre, les deux joueurs doivent

pour M G4 par symétrie. Dés lors, si 1 = z2 = 5, nous avons un EN.
étre le plus proche possible du centre de la plage. Si Sy et S étaient finis, le
méme comportement serait observable : les joueurs doivent contréler le centre

pour atteindre un EN.

0 X1 T2 1

[

S ——

Clients de M G4 Clients de MGy

— N[

FIGURE 4.3 — Illustration du probléme des marchands de glace ou MG, place

sa boutique en i et MGs en %.
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X1 Xro 1

—ol
e
=l

T°

Clients de M G4 Clients de MG

FI1GURE 4.4 — Illustration du probléme des marchands de glace ou MG, place
sa boutique en z1 et MG en xo.

Etant donné un jeu, deux questions se posent. Existe-t-il un Equilibre de
Nash dans ce jeu ? Si oui, comment le trouver 7 Pour répondre & ces questions,
nous utilisons des propriétés liées aux jeuz de potentiel.

4.1.2 Jeux de potentiel

De fagon bréve, un jeu de potentiel peut étre défini comme un jeu muni
d’une fonction ¢ : S — R qui associe a chaque profil de stratégie une valeur
réelle. Selon le type de jeu de potentiel, cette fonction ¢ doit vérifier différentes
propriétés. Cependant pour tout type de jeu, ¢ doit étre définie de telle sorte
que le changement de gain induit par un changement de stratégie d’un des
joueurs transparaisse dans les valeurs de .

Un grand point d’intérét des jeux de potentiel est qu’ils ont de nombreuses
propriétés permettant de conclure a 'existence d’EN. Nous définissons ici les
concepts nécessaires a 'obtention des théorémes et propriétés qui nous in-
téressent. Nous ne prouvons pas les théorémes qui suivent dans le présent
document. Tous les détails omis ici sont trouvables dans 'ouvrage de La et
al. [LCS16].

Définition 4.1.10 (Jeu de potentiel ordinal [LCS16]).
Le jeu G = (N, (S;)ien, (gi)ien) est un jeu de potentiel ordinal si et seule-
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ment si il existe une fonction ¢ : & — R telle que, Vie N :
9i(ti, 5—i) — 9i(8i, 5—i) > 0 <= p(ti, s—i) — (84, 5-i) > 0,

Vs, t; € S;,Vs_; € S_;.

Un jeu de potentiel ordinal requiert uniquement que le changement de
valeur de la fonction potentiel et le changement de gain induits par un change-
ment de stratégie d’'un des joueurs soient de méme signe. En d’autres mots, si
le joueur ¢ augmente ses gains en changeant sa stratégie, la valeur de la fonc-
tion potentiel doit également augmenter et vice versa. S’il diminue ses gains,
la valeur de la fonction potentiel doit également diminuer.

Remarque 4.1.11. La Définition 4.1.10 est la définition de base d’un jeu
de potentiel ordinal. Cependant, la fonction de potentiel d'un jeu peut étre
trés complexe a définir. Ainsi, dans la suite de cette section, nous énongons
une condition nécessaire et suffisante (Théoréme 4.1.21) nous permettant de
définir un jeu de potentiel ordinal sans définir de fonction de potentiel. Dans

la suite de ce document, nous occultons donc la fonction de potentiel.

& A B 214l B
J1 Jl
A (3,3) | (=5,9) A 0
B 9,-5) | (2,2) B 1] 2

FIGURE 4.5 — A gauche, une matrice de gains d’un jeu. A droite une fonction
potentielle pour ce jeu.

Exemple 4.1.12. La Figure 4.5 illustre un jeu de potentiel ordinal. Considé-
rons le profil de stratégies (A, B). Si J; change de stratégie, il augmente ses
gains. Ainsi, le potentiel de (B, B) est plus élevé que celui de (A, B). De fagon
analogue, si Jo change de stratégie, il diminue ses gains. C’est pour cela que le
potentiel de (A, A) est inférieur a celui de (A, B)
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Avant de présenter les propriétés sur les jeux de potentiel ordinaux per-
mettant de déduire 'existence d’EN dans de tels jeux, nous devons introduire

quelques nouvelles notions.

Définition 4.1.13 (Chemin améliorant [LCS16]). Une suite de profils de
stratégies p = (00,01, . ..) telle que pour tout indice k = 0, o1 est obtenu
a partir de o) en permettant au joueur i(k) (unique joueur changeant de
stratégie a 'étape k) de changer sa stratégie est appelée un chemin. Le
chemin p est un chemin améliorant si Vk > 0, gix)(0k+1) > i) (0k)-
Si p = (00,01,...,0K) est fini et que o9 = ok, alors p est dit étre un
cycle. Un chemin améliorant ne peut s’arréter que s’il n’y a plus aucune

amélioration de gain possible. Certains chemins peuvent ne pas avoir de

fin, ¢.e. &tre infinis ou devenir des cycles.

Autrement dit, une suite de profils de stratégies est un chemin améliorant si, &
chaque étape, le joueur qui change sa stratégie augmente son gain strictement
(ou le diminue si tel est son objectif).

Définition 4.1.14 (Chemin non-détériorant [LCS16]). Un chemin p =
(00,01, .. .) est non-détériorant si pour tout k = 0, g;)(0k) < Gigk) (Tr+1)-

Remarque 4.1.15. Dans un chemin améliorant, un changement de stratégie
induit une amélioration stricte des gains du joueur concerné. Dans un chemin
non-détériorant, un joueur peut choisir une nouvelle stratégie qui ne change

pas ses gains.

Définition 4.1.16 (Cycle améliorant faible [LCS16]).
Le cycle p = (09,01,...,0x = 00) est appelé un cycle améliorant faible
s'il est non-détériorant et qu’il existe k > 0 tel que g;x)(o%) < gik)(Tr+1)-

Un cycle améliorant faible est un cycle non-détériorant tel qu’il existe au moins

un joueur qui améliore strictement ses gains.

Exemple 4.1.17. Considérons le jeu & deux joueurs illustré a la Figure 4.6.
Dans les différentes séquences qui suivent, le joueur 1 change de stratégie en
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premier, puis le joueur 2 et ainsi de suite.

La séquence ((4, D), (B, D), (B,C),(C,C),(C, D)) est un chemin améliorant.

La séquence ((4, D), (B, D), (B,C)) n'est pas un chemin améliorant. En effet,

le joueur 1 peut encore augmenter ses gains en changeant de stratégie. Or un

chemin améliorant ne peut s’arréter que s’il n’y a plus aucune amélioration de

gain possible pour tous les joueurs.

La séquence ((B, A), (C, A), (C, B), (B, B), (B, A)) est un cycle non-détériorant.
La séquence ((B,A),(A4,A),(4,B),(B,B),(B,A)) est un cycle améliorant

faible. En effet, la transition du profil (A, A) au profil (A, B) augmente stric-

tement les gains du joueur 2.

Pla |l B | b
J1
A @3 @968 a2
B (1,2) | (2,2) | (2,6) | (3,3)
C (1,3) | (2,3) | (4,4) | (5,5)
FIGURE 4.6 — Un exemple de jeu avec des chemins améliorants et non-
détériorants.

Les théorémes suivants énoncent des propriétés trés intéressantes sur les

chemins améliorants et les jeux de potentiel ordinaux.

Théoréme 4.1.18 ([LCS16]). Pour tout jeu sous forme stratégique, s’il
existe un chemin améliorant fini, alors il termine en un Equilibre de Nash.

Remarque 4.1.19. Le chemin améliorant de I’Exemple 4.1.17 se termine bien

par un EN.

Théoréme 4.1.20 ([MS96]). Dans un jeu de potentiel ordinal fini, tous

les chemins améliorants sont finis.
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Théoréme 4.1.21 ([VN97|). Soit un jeu G = (N, (Si)ien, (gi)ieN)-
St S = [lien Si est fini ou dénombrable, alors G est un jeu de potentiel

ordinal si et seulement si G ne posséde aucun cycle améliorant faible.

Grace au Théoréme 4.1.18, nous avons un moyen simple de trouver les EN
via les chemins améliorants finis. Par le Théoréme 4.1.20, tous les chemins
améliorants sont finis dans un jeu de potentiel ordinal ; jeux que nous pouvons
facilement définir grace au Théoréme 4.1.21. Le module théorie des jeux de
CUBE se base sur ces trois théorémes. L’idée est de modéliser le probléme
d’ilot compact comme un jeu fini sans cycle améliorant faible et de parcourir

des chemins améliorants finis pour trouver un EN.

4.2 Modélisation d’ilots compacts a I’aide de la théo-
rie des jeux

Nous expliquons, dans cette section, comment nous utilisons les notions
théoriques définies précédemment dans le cadre du probléme de I'ilot compact.
Afin de faciliter la transition entre la théorie et la modélisation, nous devons
introduire une nouvelle facon de représenter un jeu : la représentation sous

forme de graphe.

Briévement 7, un graphe est un ensemble de nceuds interconnectés par des
arétes. Les noeuds d’un graphe peuvent, par exemple, symboliser les états d’un
systéme. Le systéme peut transiter d’un état & un autre si et seulement si ces

deux états sont reliés par une aréte dans le graphe.

Maintenant, un jeu est représenté comme un graphe dont les nceuds sont
les différents profils de stratégies. Chaque joueur a son ensemble d’arétes sym-
bolisant les différents changements possibles de stratégies & partir d’un profil
donné. Ainsi, par exemple, le jeu a deux joueurs Ji et Jo de la Figure 4.7
peut-étre modélisé comme le graphe de la Figure 4.8. Les arcs continus repré-
sentent les changements de profil que J; peut effectuer. Les arcs en pointillés
les changements que J peut réaliser.

7. La notion de graphe est vue plus en détails & la section 5.1.
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Jo
J1

A (3,3) | (-=5,9) | (-3,8)
B (9,-5) | (2,2) (2,6)
C (6,3) (7,7) (5,5)

FIGURE 4.7

FIGURE 4.8 — Représentation sous forme de graphes du jeu de la Figure 4.7.

La premiére idée a la base du module théorie des jeux de CUBE est de rem-
placer les profils de stratégies du graphe par des configurations d’ilots urbains
(voir Figure 4.9). La deuxiéme est d’attribuer a chaque joueur un critére de
compacité. Ainsi, par exemple, dans la Figure 4.9, J; veut remplir I'ilot avec

des batiments (cellules rouges) et Jo avec des espaces verts (cellules vertes).

Afin de générer une configuration d’ilot urbain optimisant au mieux les
différents critéres, CUBE fonctionne comme suit. Au départ d’une solution
donnée, les joueurs changent chacun a leur tour la solution courante pour une
solution woisine améliorant leurs gains. Définir un voisinage d’une solution
revient & définir les profils de stratégies connectés & un premier profil dans
un graphe. Les joueurs changent & tour de réle la solution courante jusqu’au
moment ol changer la solution n’améliore plus leurs gains. CUBE crée itérati-
vement un chemin améliorant composé de configurations d’ilots. L’algorithme
se termine quand une configuration équivalente & un EN est trouvée.
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FIGURE 4.9 — Un jeu ou les profils de stratégies sont des configurations d’ilots.

Les algorithmes de ce module de CUBE suivent la méme philosophie que la
recherche locale : partir d’une solution, évaluer un voisinage de cette solution
et s’arréter quand une solution meilleure que tous ses voisins est trouvée. Ici,
au lieu de chercher & optimiser un unique objectif principal, les algorithmes de
CUBE optimisent alternativement plusieurs objectifs. Le programme s’arréte
quand tous les objectifs ne peuvent plus étre améliorés.

Remarque 4.2.1. Avec cette approche, CUBE n’est plus amené & hiérarchiser
lui-méme les différents objectifs. Cependant 1'utilisateur peut toujours donner
plus ou moins d’importance a un critére. En permettant, par exemple, & un
joueur de changer sa stratégie plusieurs tours de suite, il augmente ses chances
d’optimiser ses gains.

Remarque 4.2.2. Pour trouver un EN, chaque joueur cherche & améliorer
son objecitf indépendament des autres joueurs. Il est donc possible de dégrader
des objectifs en faveur d’un seul. Trouver un optimum de Pareto se fait en
exploitant la Paretor dominance des solutions entre elles. Trouver un optimum
de Pareto ne peut donc se faire au détrimant des autres objectifs.
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4.3 Implémentation

Afin d’implémenter la recherche d’EN, CUBE utilise plusieurs classes abs-
traites. Chacune de ces classes définit la structure et les méthodes nécessaires
pour chaque composant d'un jeu (joueur, stratégie, etc.). Dans cette section,

nous décrivons ces classes ainsi que les interactions qu’elles ont entre elles.

4.3.1 Jeux et invariants

La premiére classe définie est la classe Game. Cette classe modélise un jeu
de fagon générale. En considérant la représentation sous forme de graphe (voir
section 4.2), une instance de Game est un profil de stratégies. Dans la suite de
ce document, nous disons qu’un joueur applique une stratégie sur une instance
de Game pour signifier que le joueur change sa stratégie dans un profil de stra-
tégies. Les instances de cette classe et de ses sous-classes sont utilisées par les
autres composants de CUBE.

Comme pour le module de recherche locale, un systéme d’invariant est
implémenté. Un invariant observe une instance de Game et maintient diverses
propriétés sur cette instance. Quand le jeu observé est modifié, I'invariant est

notifié et met & jour ses propriétés.

4.3.2 Stratégies

class Strategy {

public:
virtual void select (std::shared_ptr<Game> g) = 0;
virtual void unselect (std::shared_ptr<Game> g) = 0;
}

Les stratégies sont implémentées via la classe Strategy. Cette classe dé-
finit deux méthodes : select et unselect.
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La méthode select prend en entrée une instance de Game 8. Cette mé-
thode applique une transformation sur I'instance regue en entrée. Chaque sous-
classe de Strategy définit sa propre transformation. La méthode unselect
est I'opération inverse de la méthode select. Elle permet de redonner a l'ins-

tance de Game l’état qu’elle avait avant 'application de la méthode select.

Ces deux méthodes sont utilisées lors de la génération d’un voisinage d’une
solution. A partir d’une solution donnée, une premiére stratégie est appliquée
via la méthode select. Une nouvelle solution est obtenue. Cette solution est
ensuite évaluée par le joueur concerné. Une fois I’évaluation faite, on retourne
a la solution de départ via la méthode unselect (voir Algorithme 6). Ainsi
une autre stratégie peut étre appliquée, évaluée et comparée a la premiére.

4.3.3 Joueurs

class Player {
public:
Player (std::function<bool (double, double)> better);

Player () ;

virtual double payoff (std::shared_ptr<Game> game) =
07

virtual std::vector<std::shared ptr<Strategy>>
getAllStrat (std::shared_ptr<Game> game) = 0;

virtual std::shared_ptr<Strategy> getRandomStrat (std
::shared_ptr<Game> game) = 0;

virtual bool isMaximizing() = O0;

8. Quand nécessaire, les instances de classe demandées en entrée sont passées via des
pointeurs (e.g. des shared pointer). Cela permet d’éviter de copier a outrance des objets
gourmands en mémoire.
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La méthode payoff de la classe Player définit la fonction de gains ou de
cotits du joueur. Elle prend en entrée une instance de Game. Elle peut utiliser

les invariants observant cette instance pour réaliser ses calculs.

La méthode isMaximizing permet de déterminer si le joueur souhaite

maximiser ou minimiser ses gains.

Une instance de cette classe peut optionnellement prendre en entrée une
fonction better. Cette fonction est utilisée pour comparer les gains de deux
solutions. Par défaut, I'inégalité stricte est utilisée. Grace a la fonction better,
I'inégalité large, par exemple, peut étre utilisée a la place de la stricte.

La méthode getAl1Strat prend en entrée une instance de Game. Soient p
et g respectivement une instance de Player et une instance de Game. L’appel
p.getAllStrat(g) retourne 'ensemble des stratégies que le joueur p peut ap-
pliquer sur g. Ces stratégies sont utilisées pour générer le voisinage de g pour
le joueur p. La méthode getRandomStrat retourne une stratégie aléatoire

que le joueur p peut appliquer sur g.

Un joueur peut également avoir accés & une mémoire finie. La mémoire finie
est implémentée comme une file avec une taille maximale possible. Quand la
mémoire est remplie, le premier élément de la file est supprimé. Cela laisse ainsi
de la place pour un nouvel élément. La mémoire finie posséde également une
méthode permettant de compter le nombre de fois qu’un élément est présent
dans la file.

Le joueur stocke dans sa mémoire les derniéres stratégies qu’il a appliquées
sur le jeu. Si le nombre d’occurrences d’une stratégie en mémoire est trop im-
portant, le joueur ne peut plus l'utiliser. Cela oblige le joueur soit & utiliser
une autre stratégie soit & abandonner. Ainsi, en cas de conflit avec un autre

joueur, les boucles infinies sont évitées.
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4.3.4 Gameplay itératif

public:
IterativeGameplay (std: :vector<std::shared ptr<Player
>> players, std::shared_ptr<Game> game) ;

virtual void play();

virtual std::shared_ptr<Strategy> selectStrat (std::
shared_ptr<Player> p) = 0;

virtual std::vector<std::shared ptr<Player>>
orderPlayers () = 0;

Cette classe fournit la structure des algorithmes de recherche d’EN. Une
instance de cette classe prend en entrée une liste de joueurs et une instance de
Game servant de point de départ & la recherche.

Cette classe définit deux méthodes abstraites. La premiére de ces deux
méthodes, orderPlayers, permet de définir I'ordre dans lequel les joueurs
appliquent leur stratégie. Par défaut, 'ordre de la liste donnée en entrée est
utilisé. Cependant, il est par exemple possible que I'ordre des joueurs soit choisi

aléatoirement & chaque itération de la recherche.

La deuxiéme méthode abstraite, selectStrat, est la méthode qui défi-
nit la facon dont la stratégie d’un joueur est sélectionnée. Cette méthode, une
fois implémentée par les sous-classes, permet de distinguer les différents algo-
rithmes de recherche. Cette méthode peut permettre de définir des algorithmes
déterministes ou stochastiques inspirés des algorithmes de recherche locale. Si
le joueur, sur lequel la méthode selectStrat est appelée, ne trouve pas
de stratégie améliorant ses gains, la méthode retourne un Null Pointer, noté

nullptrg.

9. Intuitivement, un nullptr peut étre vu comme une variable qui ne contient rien.
Utiliser un nullptr nous permet ici de signifier a I’algorithme qu’il n’existe pas de stratégie

ameéliorante pour un joueur.



60 Chapitre 4 — Critéres de compacité et théorie des jeux

Algorithme 4 : Pseudo-code de la méthode play.

Résultat : La variable de classe game est modifiée jusqu’au moment
ou elle atteint un EN.

Soit une variable booléenne improvement

Répéter

ordered «— orderPlayers ()

improvement < false

start < selectStrat(p)

1
2
3
4
5 pour chaque joueur p dans ordered faire
6
7 si strat # nullptr alors

8

strat.select(game)

9 improvement «— true

10 tant que improvement

La méthode play (Algorithme 4) est la méthode qui recherche un EN pour
les joueurs et le jeu donnés en entrée au constructeur d’IterativeGameplay.
Cette méthode utilise une variable booléenne improvement afin de détermi-
ner si au moins un des joueurs améliore son gain. Premiérement, ’algorithme
détermine l'ordre des joueurs pour ce tour (i.e. cette itération) via la méthode
orderPlayers. Suivant I'ordre établi des joueurs, la méthode selectStrat
est appelée sur chaque joueur p. Si une stratégie améliorant le gain de p est
trouvée, celle-ci est appliquée au jeu. Si aucun des joueurs ne trouve une straté-
gie améliorant son gain, ’algorithme s’arréte. Si le jeu atteint un état ot aucun
des joueurs ne peut améliorer son gain, cela signifie qu'un EN est trouvé.

Une premiére implémentation de la méthode selectStrat est présente
dans la sous-classe ITterativeBest. Cette classe cherche les EN dans un jeu
en suivant la méme philosophie que le Hill Climbing. Chaque joueur génére
toutes les stratégies qu’il peut appliquer sur l'instance de Game donnée a la
classe via sa méthode getAllStrat. Le joueur sélectionne la stratégie lui
garantissant le plus de gains (en admettant que le joueur veuille maximiser
ses gains). Si appliquer cette stratégie a 1’état courant du jeu augmente les
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gains du joueur, la méthode retourne ladite stratégie. Sinon, un nullptr est
retourné. En combinant les Algorithmes 4 et 5, nous obtenons un Hill Climbing

multijoueurs.

Algorithme 5 : Le pseudo-code de la méthode selectStrat pour

le gameplay TterativeBest.

Entrée : Un joueur p.
Sortie : La stratégie améliorant le plus le gain de p si elle existe.
strats < p.getAllStrat(game)
si strats est vide alors
retourner nullptr;

sinon
s* « arg maxsestrats evaluate(p, game, s)
0 <« MaXgestrats €valuate(p, game, s)
si 0 > p.payoff(game) alors

‘ retourner s*

© W N O R~ W N =

sinon

10 ‘ retourner nullptr

Algorithme 6 : Le pseudo-code de la méthode evaluate utilisée

par I’Algorithme 5

Entrées : Un joueur p, un jeu g et une stratégie s.
Sortie : Les gains de p s’il applique la stratégie s sur g.
s.select(g)

x <« p.payoff(g)

s.unselect(g)

=W N =

retourner x

Remarque 4.3.1. En tant que sous-classe de ITterativeGameplay, le cons-
tructeur de TterativeBest prend également en entrée une instance de Game
qu’il stocke dans la variable de classe game. L’Algorithme 5 fait appel a cette

variable aux lignes 1, 5 et 6
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Remarque 4.3.2. Un joueur peut suivre diverses contraintes, vues comme des
régles du jeu. Ces contraintes restreignent les stratégies que le joueur peut ap-
pliquer sur le jeu. Ainsi, pour certains états du jeu, la méthode getAl1Strat
peut retourner une liste vide. Si c’est le cas, la méthode getStrat retourne

simplement un nullptr.

L’Algorithme 4 présente le pseudo-code d’une version déterministe de la
méthode play. La structure de la version stochastique est trés similaire a celle
de la version déterministe. La principale différence réside en la condition d’ar-
rét. La version stochastique de la méthode n’utilise plus une variable booléenne
mais deux minuteurs. Le premier minuteur définit un temps maximal d’exé-

cution de ’algorithme. Il est utilisé comme garde-fou contre les boucles infinies.

Le second minuteur mesure le temps écoulé sans qu’aucune stratégie amélio-
rante ne soit trouvée. Pour la version stochastique, si la méthode selectStrat
retourne un nullptr, cela ne signifie pas qu’il n’existe aucune stratégie amé-
liorante. Cela signifie que la stratégie générée aléatoirement n’est pas amélio-
rante. Permettre au joueur de générer une autre stratégie peut lui permettre
d’améliorer son gain. Ce minuteur permet de distinguer le cas oil le joueur ne
génére pas une stratégie améliorante et le cas ou il n’existe plus de stratégie

améliorante.

4.4 Modélisation du probléme de I’'ilot compact

4.4.1 Définition du jeu

La modélisation sous forme de jeu est trés similaire & la modélisation utili-
sée avec la recherche locale. Ici, une configuration d’ilot urbain est implémentée
via 'objet UrbanBlockGame. Un tel objet est une sous-classe de Game conte-
nant un pavage. Un pavage est implémenté & 'aide des outils de la librairie
OpenMesh [BBST02].

Les différents critéres de compacité sont implémentés comme les fonctions

de gain de différents joueurs. Les joueurs implémentés sont les suivants :

e un joueur voulant minimiser la porosité de I’ilot, noté Jp;
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e un joueur voulant avoir un nombre de batiments compris dans un inter-

valle donné, noté Jp ;

e un joueur voulant faire en sorte que le périmétre de chaque batiment soit

compris dans un intervalle donné, noté J;.

Les fonctions de cotits de ces différents joueurs sont calculées de la méme fagon
que les pénalités des contraintes définies a la section 3.2.4. Ainsi, notons b(s) le
nombre de batiments présents dans une configuration d’ilot s. Soient x,y € N,
les bornes de intervalle spécifié par I'utilisateur ot « < y. Nous définissons
gB, la fonction de coiits de Jp comme suit :

x —0b(s) sib(s) <z,
gB(s) =<0 si b(s) € [z, ],
b(s) —y sib(s)>y.
En plus de ces joueurs, deux joueurs ayant des objectifs liés aux espaces
verts sont introduits dans le module théorie des jeux de CUBE. Le premier
veut que le nombre d’espaces verts présents dans I'ilot soit compris dans un

intervalle donné. Ce joueur est noté Jgg. La fonction de gains de Jgg est dé-
finie de facon analogue & la fonction de gains de Jp.

Le second joueur portant sur les espaces verts, noté J,, désire que les
espaces verts recouvrent au minimum un pourcentage a de la surface totale de
I'ilot. Soient s une configuration d’ilot urbain et « € [0, 1]. Nous notons Agg(s)
la surface occupée par des espaces verts dans s et A(s) laire totale de I'ilot.

Dés lors, la fonction de cotits de J,, notée gq, est définie comme suit :

A s . A s
_ gfs()) si gfs()) <a,

Ja(s) = .
0 sinon.

Remarque 4.4.1. La plupart de ces joueurs sont des adaptations des contrain-
tes pénalisantes définies dans le chapitre 3. Concernant la contrainte obligatoire
portant sur la distance entre les batiments, celle-ci n’est pas adaptée en joueur.
Cependant, elle reste une contrainte pour les différents joueurs. Les stratégies
pouvant amener a une violation de cette contrainte ne sont pas retournées lors

de la génération des stratégies d’un joueur.
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Les stratégies de Jp, Jp et Jgg sont basées sur la méme opération de base :
changer la couleur d’une cellule blanche du pavage. Une telle stratégie est im-
plémentée via 'objet ChangeColorStrat. Les joueurs Jp et Jp peuvent
colorer une cellule en rouge, créant ainsi du bati. Quant au joueur Jgg, il peut
colorer une cellule en vert pour créer de ’espace vert. Notons que Jp peut

également supprimer un batiment pour optimiser ses cotits.

Les stratégies de J. et J, se basent sur une opération plus complexe. Ils
peuvent colorer toutes les cellules en périphérie d’un batiment ou d’un espace
vert existant. Une telle stratégie est implémentée via l'objet InflateStrat.
Le joueur J, peut également supprimer toutes les cellules extérieures d’'un
batiment afin de réduire son périmétre grace & une DeflateStrat. Permettre
a ces deux joueurs de changer la couleur de plusieurs cellules & la fois, permet
de faire gagner du temps d’exécution.

Remarque 4.4.2. Pouvoir colorer les cellules d’un pavage de plusieurs fa-
cons différentes en fonction des objectifs est grandement facilité par I’approche
théorie des jeux. Vouloir le méme genre de remplissage avec la recherche locale

demanderait une opération de voisinage complexe.

Exemple 4.4.3. La Figure 4.10 illustre 'application d’'une InflateStrat
sur un batiment. La Figure 4.11 illustre également l'application d’une telle
stratégie. Cependant, ici, la contrainte demandant au moins deux cellules vides
entre deux batiments est prise en compte.

>

FIGURE 4.10 — Application d’'une InflateStrat.
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FIGURE 4.11 — Application d'une InflateStrat sur le batiment de gauche
tout en laissant deux cellules blanches entre les deux batiments.

4.4.2 Reésultats

Les Figures 4.12 et 4.13 illustrent des résultats obtenus via une recherche
déterministe & partir d’un ilot vide. La solution de la Figure 4.12 est construite
en optimisant les objectifs des joueurs Jp et Jp. Ces deux joueurs font attention
4 maintenir au minium deux cases vides entre chaque batiment. La Figure
4.13 est obtenue en cherchant & optimiser les objectifs de tous les joueurs
définis précédemment. Pour cette configuration les joueurs doivent maintenir
une distance de quatre cases vides entre les batiments et d’une case vide entre
les espaces verts.

FIGURE 4.12 — Solution retournée si Jp et Jg jouent de fagon déterministe.

Ces deux résultats, obtenus de fagon totalement déterministe, illustrent les
configurations types que CUBE peut retourner. L’ordre des joueurs fait que les
batiments sont initialisés & partir d’une seule case. Chacune de ces cases est
placée a intervalles réguliers afin de respecter la contrainte sur la distance entre
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FIGURE 4.13 — Solution retournée si tous les joueurs jouent de fagon détermi-
niste.

les fagades. Cela contraint ainsi les batiments & avoir une forme trés longiligne

comme & la Figure 4.12 ou trés petite comme a la Figure 4.13.

Afin de varier les morphologies retournées par CUBE, la recherche peut dé-
marrer d’une configuration aléatoire (voir Figure 4.14). Cependant, I'utilisation
de 'aléatoire dans le processus de recherche d’EN met en évidence un conflit
entre Jp et Jp. Ce conflit apparait également quand les joueurs sélectionnent

leurs stratégies aléatoirement.

"
HH

FIGURE 4.14 — Solution retournée a partir d’une solution aléatoire avec tous
les joueurs.
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Lors d’une recherche totalement déterministe, la sélection des stratégies est
faite de telle sorte que Jp ne fait qu’agrandir des batiments déja existants. Un
potentiel conflit avec J; peut également se produire. Cependant, il peut étre

évité si l'intervalle cible de J; est suffisamment grand.

Avec des éléments stochastiques dans la construction de I'ilot, Jp est amené
a créer de nouveaux batiments. A partir d’un certain nombre de batiments, Jp
commence & en supprimer. L’algorithme entre ainsi dans une boucle ou Jp crée

un nouveau batiment et Jp en détruit un.

Augmenter le nombre de batiments tolérés par Jp n’est pas une fagon
raisonnable d’éviter ce conflit. En effet, le nombre de batiments doit rester

cohérent avec les dimensions de 1'ilot.

Cependant, minimiser la porosité est un objectif sous-jacent de J;. En ef-
fet, plus le périmétre des batiments est élevé, plus la surface de I'ilot occupée
par le bati est élevée. Ainsi, il n’est peut-étre pas nécessaire d’avoir un joueur

dédié a la porosité de I'ilot.

Afin de vérifier cette assertion, nous avons réalisé une centaine d’expéri-
mentations. Chacune de ces expériences consiste en trois exécutions de CUBE.
La premiére est une exécution avec Jp avec une durée de maximum dix se-
condes. La deuxiéme est une exécution sans Jp avec une durée de maximum

dix secondes. La derniére est une exécution sans Jp et sans limite de temps.

Les exécutions démarrent sur un pavage carré vide de 100 cellules de coté.
Le joueur Jp vise un nombre de batiments entre 7 et 10. Le joueur J; vise
un périmeétre entre 100 et 500. Le joueur Jgg vise un nombre d’espaces verts
entre 3 et 5. Le joueur J, veut que minimum 20% de la surface de I'ilot soit
dédiée aux espaces verts. De plus, les joueurs doivent maintenir quatre cases
blanches entre les batiments et une case vide entre les espaces verts. L’ordre
des joueurs est le suivant : Jp, Jg, Jr, Jgs et Ju.

Remarque 4.4.4. Un ordinateur ne peut pas réellement générer aléatoirement

un nombre. Pour simuler au mieux la génération de nombres aléatoires, les or-
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dinateurs utilisent des algorithmes appelés Pseudo Random Number Generator
(PRNG). Les PRNG générent des séquences de nombres dont les propriétés ap-
proximent les propriétés d’une séquence générée aléatoirement. Les séquences
générées par un PRNG sont complétement déterminées par une valeur initiale
appelée la seed. Connaitre la seed d’une séquence permet de la générer a 'iden-
tique.

Pour les trois exécutions de CUBE composant une expérience, les joueurs uti-
lisent la méme seed. Ainsi, & une itération donnée, les joueurs vont & chaque
fois choisir la méme stratégie. Cela rend plus pertinente la comparaison de la
valeur de la porosité entre les trois exécutions.

La Figure 4.15 reprend les différentes valeurs de porosité obtenues suite
aux différentes expériences. Pour chacune des expériences, la porosité de I'ilot
est plus faible sans joueur dont c’est 'objectif. Ainsi, les exemples qui suivent

ont tous été obtenus sans joueur dédié a la porosité.

Remarque 4.4.5. En contraignant la distance minimale qu’il doit y avoir
entre les batiments et les espaces verts, les joueurs Jp, Jr, Jgs et Jo n'ont
pas la possibilité de se nuire directement. Par exemple, une cellule verte ne pas
occuper la place d’une cellule batie et inversement. Un cycle améliorant faible
ne peut donc pas apparaitre. Grace aux théorémes 4.1.18, 4.1.20 et 4.1.21,
CUBE trouvera toujours un EN sous ces conditions.

Les solutions illustrées par les Figures 4.16 & 4.21 ont été retournées par
des recherches d’EN stochastiques de CUBE. Les méthodes ot les joueurs choi-
sissent aléatoirement une stratégie sont préférées aux méthodes déterministes
car elles retournent des morphologies plus variées et demandent moins de temps
de calculs.

Ces solutions ont été construites sur différents pavages. Les objectifs des
différents joueurs sont les suivants :

e Jp vise un nombre de batiments entre 5 et 10;

e J: veut que le périmétre de chaque batiment soit compris entre 75 et
500;

e Jgg vise un nombre d’espaces verts entre 3 et 5;
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FIGURE 4.15 — Valeurs de la porosité obtenues suite a plusieurs exécutions de
CUBE

e J, veut qu’au moins 20% de la surface de I'ilot soit occupée par des

espaces verts.

De plus, les joueurs doivent maintenir quatre cases blanches entre les batiments
et une case vide entre les espaces verts. La recherche s’arréte quand deux se-

condes se sont écoulées sans qu’aucun joueur n’ait augmenté ses gains.

La solution de la Figure 4.16 est obtenue en démarrant la recherche & par-
tir d’une solution aléatoire. Les configurations d’ilots obtenues & partir d’une

solution aléatoire présentent des géométries trés étalées et peu compactes. Les



70 Chapitre 4 — Critéres de compacité et théorie des jeux

configurations construites & partir de I'ilot vide contiennent des morphologies
plus réalistes et sont donc préférées.

Remarque 4.4.6. La solution de la Figure 4.18 correspond a un EN ot tous
les joueurs ont optimisé leurs objectifs.

Remarque 4.4.7. Les formes brunes présentes dans les Figures 4.19 et 4.20
sont des batiments spécifiés et verrouillés par 'utilisateur. Comme pour LS-
CUBE, un ensemble de cellules verrouillées ne peut étre modifié lors de la
recherche.

T
T
T
T

FIGURE 4.16 — Solution retournée par CUBE & partir d’une solution aléatoire.
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:

FIGURE 4.17 — Solution obtenue par CUBE & partir d’un pavage carré vide.

FIGURE 4.18 — Solution obtenue par CUBE a partir d’'un pavage hexagonal
vide.
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FIGURE 4.19 — Solution obtenue par CUBE sur un pavage carré. Le batiment
marron est un batiment spécifié et verrouillé par 'utilisateur.

FIGURE 4.20 — Solution obtenue par CUBE sur un pavage hexagonal. Le bati-
ment marron est un batiment spécifié et verrouillé par 'utilisateur.
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FIGURE 4.21 — Solution obtenue par CUBE & partir d’un pavage triangulaire
vide.

4.5 Ajout d’une contrainte portant sur la luminosité

Le module théorie des jeux de CUBE permet de prendre en compte faci-
lement la troisiéme dimension de l'llot (traduisant ’altimétrie), via un joueur
dédié. Créer un joueur dont I'objectif est d’augmenter la hauteur des batiments
est aisé. Il suffit d’ajouter une variable de classe symbolisant la hauteur d’un
batiment & la classe GroupOfCells. Les stratégies du joueur dédié a la hau-
teur des batiments, HeightPlayer, consistent a simplement augmenter la

hauteur d’un batiment existant.

Considérer la hauteur des batiments lors de la conception d’un ilot com-
pact ne se fait pas sans prendre en compte certaines contraintes. Les travaux
de De Smet [De 18] définissent des contraintes en rapport avec la luminosité
ambiante. A partir d’un point central sur une facade, situé & 1 m au-dessus du
sol extérieur, un angle de 45° est projeté. Si la projection rencontre un obstacle,
la fagade est trop ombragée.
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4.5.1 Présentation de la contrainte

La contrainte sur la luminosité a pour effet de limiter la hauteur maximale
de deux batiments qui se font face. Ainsi, augmenter la hauteur d’un batiment
ne peut se faire que si cela n’atténue pas de maniére excessive la lumiére regue
par les batiments voisins. La contrainte a également un effet sur les joueurs
précédemment définis. Avant d’agrandir ou de créer un batiment, les joueurs
doivent vérifier si les nouvelles facades ne sont pas a I'ombre d’un autre bati-
ment. Inversement, les joueurs doivent également faire attention a ne pas géner

un autre batiment.

Remarque 4.5.1. Afin d’éviter le cas ou deux batiments qui ne se font pas
face obtiennent une hauteur techniquement irréaliste, HeightPlayer joue en
considérant une borne sur les hauteurs. Une fois cette borne atteinte, augmen-
ter la hauteur des batiments n’augmente plus les gains du joueur.

La contrainte sur la luminosité prend en entrée deux paramétres : un angle
de projection # et une hauteur x a partir de laquelle 6 est projeté. La Figure
4.22 illustre comment ces deux arguments sont utilisés afin de vérifier si un
batiment Bs fait de 'ombre & un batiment B;. Si la projection de 6 ne croise

pas Ba, la contrainte est satisfaite pour Bj.

FIGURE 4.22 — Vérification de la contrainte portant sur la luminosité.

Outre la représentation visuelle de la contrainte, il est nécessaire de pou-
voir la vérifier mathématiquement. Soient By et By, deux batiments qui se font
face. Supposons que ces deux batiments soient distants de d. Comme illustré
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a la Figure 4.23, si la hauteur de Bz n’excéde pas z + dtan(f), Bz n’obstrue

pas la lumiére recue par Bj.

. dtan(0)

FIGURE 4.23 — Détails du calcul de la hauteur maximale de Bs.

Ainsi, il est possible de vérifier la contrainte tout en conservant la repré-
sentation en deux dimensions de 'ilot. Il suffit de déterminer la distance entre
deux batiments face a face.

4.5.2 Implémentation des fagades d’un batiment

Calculer la distance entre les batiments ne peut plus se faire en comptant
simplement les cases vides entre eux. Utiliser cette technique nécessiterait de
compter les cellules vides autour de chaque cellule en périphérie d’un batiment
a chaque augmentation de sa hauteur.

Sur un pavage carré, les fagades des batiments sont rectilignes et définies par
des cellules adjacentes. Maintenir les coordonnées des extrémités des facades
permet de réduire le nombre de vérifications a effectuer pour la contrainte. De
plus, avec les coordonnées connues, le calcul des distances est plus précis.

Remarque 4.5.2. Pour des raisons de simplicité d’implémentation et de cal-
cul, le maintien des coordonnées des facades n’est possible qu’avec un pavage

carré.
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La principale difficulté est de mettre a jour les fagades d’un batiment lors
de I'ajout d’une nouvelle cellule. Chaque aréte de la cellule nouvellement insé-
rée doit étre analysée afin de déterminer si cette aréte prolonge ou coupe une

fagade déja existante ou si elle doit étre considérée comme une nouvelle facade.

Les différents cas & considérer, & une symétrie prés, sont illustrés a la Fi-
gure 4.24. Pour chaque aréte, le premier test a effectuer est de vérifier si I'aréte
est incluse dans une fagade. Si oui, deux cas sont possibles. Le premier, illustré
a la Figure 4.24a, améne a réduire une facade & partir d’une de ses extrémités.
Ainsi, aprés l'insertion de la nouvelle cellule, la facade AB laisse place a la
facade CB. Le second cas, illustré a la Figure 4.24b, améne a une séparation
d’une fagade en deux. Ainsi, la facade AB se transforme en les deux fagades
AC et DB.

Si une aréte n’appartient pas a une fagade, elle peut quand méme avoir des
extrémités en commun avec une ou deux facades. Le cas le plus évident est
illustré a la Figure 4.24c. L’aréte relie deux facades pour n’en former qu’une
seule. Cependant, il faut faire attention au cas de la Figure 4.24d. Ici, I'aréte
BC' a des extrémités en commun avec les fagades AB et C'D. Néanmoins, elle
ne prolonge uniquement que la facade AB. La fagcade CD n’a pas la méme
orientation que AB. Elle ne peut pas étre une prolongation de AB. De fagon
analogue, 'aréte BC' ne prolonge aucune fagade dans la Figure 4.24e.

Pour distinguer le cas 4.24c des cas 4.24d et 4.24e, il faut premiérement
déterminer ’aréte perpendiculaire a ’aréte étudiée en 'extrémité en commun.
Via cette aréte perpendiculaire, nous pouvons identifier la cellule voisine & la
cellule insérée et contenant l'extrémité de la fagade potentiellement agrandie.
Si cette cellule est rouge, la facade doit étre prolongée. Sinon, elle ne doit pas
étre prolongée.

Les Figures 4.24f et 4.24¢g illustrent les cas ol 'aréte n’a qu’une seule ex-
trémité en commun avec une fagade. Dans le cas 4.24f, 'aréte BC' prolonge la
facade AB. Dans le cas 4.24¢g, elle ne prolonge pas la facade AB.
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FIGURE 4.24 — Les différentes cas a considérer pour mettre & jour les facades
d’un batiment.

Enfin, si aréte n’est pas incluse & une fagade et n’a pas d’extrémité en
commun avec une facade, elle définit simplement une nouvelle facade.

Les fagades sont implémentées via un objet Segment. Un Segment a
connaissance des coordonnées de ses extrémités. Il peut étre vertical ou hori-
zontal. Via un ensemble de segments horizontaux et verticaux, il est possible

de construire le polygone formé par la surface d’un batiment.

Maintenir I’ensemble des facades nécessite trois opérations de base : insérer
une nouvelle facade, supprimer une facade et chercher une fagade particuliére.
Il faut donc travailler avec des structures de données permettant d’effectuer
ces trois opérations efficacement. Ainsi, CUBE utilise deux Red-Black Trees :

un pour les fagades horizontales et un pour les verticales.

Les Red-Black Trees sont des arbres binaires de recherche. Un arbre bi-
naire est un ensemble de noeuds contenant des valeurs. Un noeud n peut étre
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connecté & deux autres noeuds appelés respectivement fils gauche et fils droit
de n. Un arbre binaire de recherche ajoute les contraintes suivantes : la valeur
d’un fils gauche doit étre inférieure & celle de son pére et la valeur d’un fils
droit doit étre supérieur a celle de son pére. Un arbre binaire de recherche est
une structure de données permettant de stocker et ordonner des données. Nous
appelons la racine d’un arbre le noeud au sommet de 'arbre qui n’a pas de

parents.

Dans un tel arbre, il est facile de tester si une valeur est stockée dans I'arbre
en ayant connaissance de la racine de ’arbre. Par exemple, si nous voulons tes-
ter si un noeud a la valeur 6 dans 'arbre de la Figure 4.25, nous savons qu’il

faut explorer les nceuds & gauche de la racine.

Un Red-Black Tree est un arbre binaire de recherche qui maintient un
ensemble de propriétés lui permettant d’étre balancé. Briévement, un arbre est
dit balancé si la différence entre le nombre de noeuds & gauche et & droite de la
racine n’est pas trop élevée. La recherche d’une valeur dans un arbre balancé
est plus efficace que dans un arbre qui ne ’est pas. Dans le présent document
nous ne donnons que la définition d'un Red-Black Tree. Le lecteur intéressé
par les détails du fonctionnement d’un tel arbre peut se référer a 'ouvrage de
Cormen et al. [CLRS09].

Définition 4.5.3 (Red-Black Tree |[CLRS09|). Un Red-Black Tree est un
arbre binaire de recherche satisfaisant les propriétés suivantes :

1. Chaque noeud est rouge ou noir.

2. La racine (noeud au sommet de I’arbre) est noire.

3. Chaque feuille (noeud sans enfants noté NIL) est noire.
4. Si un nceud est rouge, alors ses deux enfants sont noirs.
5

. Pour tout neceud, tous les chemins de ce nceud vers une feuille de sa

descendance contiennent le méme nombre de noeuds noirs.

Exemple 4.5.4. La Figure 4.25 illustre un exemple de Red-Black Tree. En effet

cet arbre vérifie les cinq propriétés énoncées précédemment. Ainsi la racine
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FI1GURE 4.25 — Un exemple de Red-Black Tree [Nom19].

(nceud de valeur 13) et les feuilles (nceuds NIL) sont noires. Il est aisé de
vérifier que les enfants d’un nceud rouge sont noirs. Par exemple, les enfants
du noeud 8, les noeuds 1 et 11, sont bien noirs. Enfin, nous pouvons vérifier la
cinquiéme propriété. Par exemple, a partir de la racine, les chemins vers les

feuilles contiennent tous trois noeuds noirs.

Pour que les Red-Black Trees puissent travailler avec des segments, il faut
définir une relation d’ordre sur ces derniers. Pour comparer deux segments ho-
rizontaux, CUBE compare d’abord les deux extrémités de gauche selon ’ordre
lexicographique V. Si ces deux extrémités sont identiques, la comparaison se
fait entre les extrémités de droite. Pour les segments verticaux, CUBE compare

d’abord les extrémités du bas et si elles sont égales celles du haut !!.

Un fois une solution retournée par CUBE, il est possible d’exporter, dans

10. Pour comparer deux points du plan selon ’ordre lexicographique, nous comparons
d’abord les abscisses des deux points. Si les abscisses sont égales, nous comparons ensuite
les ordonnées.

11. Pour les segments verticaux, nous comparons d’abord les ordonnées puis les abscisses.
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un fichier JSON, les coordonnées des sommets des surfaces inclues dans I'ilot
et la hauteur des batiments. Via un script Python, ce fichier est utilisé par le
logiciel Blender |Blel8| pour créer une représentation 3D de I'tlot. La Figure
4.26 contient le rendu 3D d’une configuration d’ilot retournée par CUBE.

FIGURE 4.26 — Un rendu 3D de I'llot basé sur une solution de CUBE.

Nous avons vu dans ce chapitre, comment la théorie des jeux peut nous
aider a gérer des conflits entre différents composants de I'ilot, en particulier les
conflits entre les parcelles baties et les espaces verts. La théorie est également
propice & 'ajout de nouveaux critéres, via des nouveaux joueurs, ayant une
fagon de modifier I'ilot qui leur est propre.

Les critéres de compacité pris en compte dans ce chapitre ont tous une
influence sur la géométrie de I'tlot. Cependant ce n’est pas le type de critéres
identifiés dans les travaux de De Smet |De 18|. Dans le prochain chapitre, nous
étudions les problématiques induites par ces autres types de critéres a 'aide
de notions de théories de jeux mais aussi de problémes d’optimisation.



CHAPITRE D

AFFECTATION DES BATIMENTS ET PROBLEMES
D’OPTIMISATION

Les critéres considérés dans les chapitres précédents influent tous sur la
géométrie de 'flot. Grace au module Théorie des Jeux de CUBE, il est aisé de
considérer de nouveaux critéres portant sur la forme des composants de I'ilot

via un joueur dédié.

Cependant, ce n’est pas le seul type de critéres mis en évidence par les
travaux de De Smet [De 18|. Ces travaux préconisent, notamment, que les
habitants aient une école maternelle et/ou primaire a au plus 600 m de leur lo-
gement. Travailler avec I'affectation des batiments demande une modélisation
spécifique et adaptée. Il est maintenant nécessaire de travailler & une échelle
urbanistique supérieure a celle de I'flot. En effet, il ne serait pas pertinent de
placer une école dans chaque ilot.

Le modéle basé sur des pavages est efficace a I’échelle d’ilots de l'ordre de
100 m sur 100 m. Néanmoins, travailler avec un pavage a une échelle supérieure
ameénerait & une augmentation de la taille du pavage. Démultiplier la taille du
pavage aurait pour conséquence d’augmenter les cotits en mémoire et en temps
de calcul, d’otl la nécessité de changer de modélisation.

81
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Pour déterminer I'affection d’un batiment, connaitre sa géométrie précise
n’est pas utile. Ainsi, nous pouvons ici abstraire la forme d’un batiment. Cette
abstraction doit pouvoir conserver certaines données utiles d’un batiment telles
que son aire, son périmétre, la position de son centre de gravité dans un sys-

téme de coordonnées, etc.

Dans le module de CUBE décrit dans ce chapitre, cette abstraction est faite
a l'aide d’un graphe.

5.1 Notions de théorie des graphes

Intuitivement, un graphe est un ensemble de nceuds reliés par des arétes.
Un graphe est un objet trés versatile pouvant modéliser des interactions entre
différentes entités. Un graphe peut, par exemple, modéliser un réseau social.
Les neeuds représentent les utilisateurs du réseau social. Deux nceuds sont re-

liés par une aréte si les utilisateurs sont amis sur le réseau.

Dans le cadre de CUBE, nous utilisons les graphes pour modéliser le ré-
seau routier d’une ville. Les noeuds du graphe représentent les carrefours de la
ville et les batiments et les arétes symbolisent les routes reliant deux carrefours.

Définition 5.1.1 (Graphe non-orienté). Un graphe non-orienté est défini
par le couple (V, E) ou

e 1/ est un ensemble fini de sommets (aussi appelés noeuds) ;

e F est un ensemble fini de paires non ordonnées de sommets appelées
arétes. Une aréte joignant un sommet u et un sommet v est notée

{u,v} (ou {v,u}).

Modéliser une ville & ’aide d’'un graphe non-orienté implique que nous

pouvons parcourir toutes les rues de notre ville dans les deux sens. Ceci est
tout & fait cohérent si nous nous plagons du point de vue d’un piéton mais
pas du point de vue d’'un conducteur. En effet, une ville peut posséder diverses
rues & sens unique et ronds-points qu’un véhicule ne peut emprunter que dans
un sens. Afin de modéliser une telle réalité, nous utilisons un graphe orienté.
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o
e,i:a
G

FI1GURE 5.1 — Un graphe non-orienté.

Définition 5.1.2 (Graphe orienté). Un graphe orienté, aussi nommé graphe
dirigé est donné par le couple (V| E) ou

e V est un ensemble fini de sommets (aussi appelés nceuds) ;

e F est un sous-ensemble de V' x V' dont les éléments sont appelés arcs.

Un arc joignant un sommet v & un sommet v est noté (u,v).

Of e
oo

FIGURE 5.2 — Un graphe orienté.

La différence entre ces deux types de graphes réside dans le fait que, contrai-
rement aux arcs, les arétes n’ont pas de direction. Nous utilisons simplement
la dénomination graphe quand le fait que ce dernier soit orienté ou non n’a pas
d’importance dans le contexte.

Remarque 5.1.3. Nous pouvons facilement transformer un graphe non orienté
en graphe orienté. Il suffit de transformer 1’aréte {u,v} en la paire d’arcs (u, v)
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et (v,u). Comme les définitions suivantes sont valables pour les deux types de
graphes, nous utilisons ici la notation (u,v) aussi bien pour désigner une aréte

qu’un arc.

Au méme titre que I'orientation des routes, il peut étre intéressant que notre
modéle prenne en compte certaines valeurs comme la distance entre deux carre-
fours voisins, le temps de parcours d’un segment de route, la vitesse maximale

autorisée, etc. Pour ce faire, nous utilisons un graphe pondéré.

Définition 5.1.4 (Graphe pondéré). Un graphe pondéré est donné par le
triplet (V, E, c¢) ou

e (V,E) est un graphe;

e c: FF — R est une fonction de poids aussi appelée fonction de cofit.

Notation. Dans la suite, nous notons simplement ¢(u,v) pour c¢({u,v}) ou

c((u,v)).

FiGURE 5.3 — Un graphe pondéré.

Remarque 5.1.5. Nous pouvons facilement convertir un graphe non pondéré
en un graphe pondéré. Il suffit de considérer la fonction de cotlits ¢ : £ — R
telle que, ¢(e) = 1 pour tout e € E.

Utiliser un graphe pour modéliser un réseau routier est d’autant plus per-
tinent qu’il est possible de simuler le déplacement d’un point A & un point B.
Cela se fait via la notion de chemin dans un graphe.



5.1 — Notions de théorie des graphes 85

Définition 5.1.6 (Chemin). Soit G = (V, E) un graphe. Un chemin de G
est une suite de sommets P = (s1,..., ;) avec k > 1, tels que (s;, si+1) €
FE pour tout 0 < ¢ < k — 1. Un chemin est dit élémentaire si pour tout
i # j, s; # s;. Nous notons W (P) le poids ou la longueur de P défini
comme Suit

k—1 si G n’est pas pondéré,

W(P) = k-1 . .
Do c(siysiy1) st G = (V,E,c) est un graphe pondéré.

Remarque 5.1.7. Un chemin passant par un seul sommet et n’empruntant
aucun arc est accepté. La longueur d’un tel chemin vaut 0.

Notation. Soient G = (V, E) et s,t € V. Nous notons Paths(s,t), I’ensemble
des chemins de s a ¢t dans G.

Définition 5.1.8 (Cycle). Un cycle d’un graphe G est un chemin (s1, ..., si)
tel que s; = sg. Nous définissons un cycle élémentaire de fagon analogue
a un chemin élémentaire. La seule différence est que nous acceptons que
$1 = 8. Dans un graphe pondéré, un cycle C est dit négatif si W(C) < 0.
Un graphe qui ne posséde pas de cycles est dit acyclique. Sinon, il est dit
cyclique.

Exemple 5.1.9. Considérons le graphe de la Figure 5.4. Nous avons :

e (2,3,4,1,2,3,5) est un chemin de longueur 6 non élémentaire ;

(2,3,5) est un chemin élémentaire de longueur 2 ;

(2,3,4,1,2,3,4,2) est un cycle de longueur 7 non élémentaire ;

(3,4,1,2,3) est un cycle élémentaire de longueur 4

G est cyclique.

Exemple 5.1.10. Le graphe de la Figure 5.3 est acyclique.
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®)

FIGURE 5.4

Définition 5.1.11 (Sous-graphe). Soit G = (V, E) un graphe. Le graphe
H = (W, F) est un sous-graphe de G si et seulement si W < V et F C
{(u,v) e E: u,v e W},

Définition 5.1.12 (Sous-graphe induit). Soit G = (V, E) un graphe. Le
graphe H = (W, F) est un sous-graphe induit de G si et seulement si
WcVetF={(uv)eFE:uveW}

Remarque 5.1.13. Soient G = (V,E) et H = (W, F) tel quel W < V. Le
graphe H est un sous-graphe de G induit par W si et seulement si F' est
I’ensemble de tous les arcs qu’il y a entre les nceuds de W dans G. Si F' ne
contient pas tous ces arcs, alors H est simplement un sous-graphe de G.

Exemple 5.1.14. Soit G le graphe de la Figure 5.4. Le graphe de la Figure
5.5a est un sous-graphe de G. Le graphe de la Figure 5.5b est un sous-graphe
de GG induit par les sommets 1, 2, 3 et 4.

Définition 5.1.15 (Graphe connexe). Un graphe non orienté G = (V, E)
est dit connexe si pour tout v,w € V, il existe un chemin de v & w. Un
graphe dirigé G = (V, E) est dit fortement conneze si pour tout v,w € V,
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L

(a) Un sous-graphe. (b) Un sous-graphe induit.

FIGURE 5.5

il existe un chemin de v & w. Un sous-graphe mazimal connexe (respecti-
vement fortement connexe) de G est appelé composante conneze (respec-

tivement fortement conneze) de G.

Exemple 5.1.16. Tous les graphes illustrés précédemment sont connexes. Le
graphe de la Figure 5.6 n’est pas connexe. Ses composantes connexes sont le
sous-graphe induit par les sommets 1, 2 et 3 et le sous-graphe induit par les

sommets 4 et 5.

FIGURE 5.6

Nous observons a la Figure 5.3 qu’il y a deux chemins pour aller du sommet
1 au sommet 2, & savoir le chemin (1, 3) de longueur 96 et le chemin (1,4, 2,5, 3)
de longueur 86. En situation réelle, quand nous avons plusieurs chemins pour
aller d'un point A & un point B, nous sommes souvent intéressés par savoir

lequel est le plus court.
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Définition 5.1.17 (Plus court chemin). Soient G = (V, E) un graphe
sans cycles négatifs et u,v € V tels que v est atteignable a partir de u. Le
chemin P* est un plus court chemin de u & v si

W(P*) = i W(Q).
()= ermatmtun " @)

Remarque 5.1.18. Si un graphe a des cycles négatifs, il n’existe pas toujours
un chemin dont la longueur est plus petite que celle des autres chemins. Par
exemple, pour le graphe de la Figure 5.7, il n’existe pas de plus court chemin
de 1 & 3 dans le sens o1, plus le chemin boucle sur le nceud 2, plus le poids du
chemin diminue.

FIGURE 5.7

Remarque 5.1.19. Il ne faut pas confondre la non-existence d’un plus court
chemin dans le cas d’un graphe non-connexe et dans le cas d’un graphe avec
un cycle négatif. Pour les graphes non-connexes, un plus court chemin n’existe
pas dans le sens ou il n’y a aucun chemin entre certaines paires de sommets
et donc a fortiori pas de plus court chemin. Pour les graphes avec un cycle
négatif, un plus court chemin n’existe pas dans le sens ol nous ne pouvons pas
trouver un chemin plus court que tous les autres puisque chaque passage par
un cycle de poids négatif diminue & chaque fois le poids d’'un chemin.

En admettant que nous voulions toujours prendre le chemin le plus court
entre deux points, nous définissons la distance entre deux sommets du graphe
par la longueur d’un plus court chemin entre ces deux sommets.
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Définition 5.1.20 (Distance dans un graphe). Soit G = (V, E) un graphe
sans cycle de poids négatif et soient u, v € V. Nous définissons la distance

entre u et v par

minPePaths(u,v) W(P) si Paths(u,v) # I,
da(u,v) =

400 sinon.

Trouver la longueur d’un plus court chemin entre deux noeuds d’un graphe
est un probléme classique de théorie des graphes. Il existe plusieurs algorithmes
permettant de résoudre ce probléme. Dans I'implémentation de CUBE, nous
utilisons principalement I’algorithme de Dijkstra (Algorithme 7) que nous pré-
sentons briévement par la suite. Plus d’informations sur ’algorithme de Dijks-
tra et les autres algorithmes de plus courts chemins sont consultables dans
I'ouvrage de Cormen et al. [CLRS09].

L’algorithme de Dijkstra nous fournit la longueur d’un plus court chemin
entre un neceud source s et les autres nceuds du graphe. Pour ce faire, 1'algo-
rithme explore les sommets du graphe de proche en proche. Dans un premier
temps, nous calculons la distance entre le nceud source s et ses successeurs.
Ensuite, nous visitons le nceud le plus proche du noeud source et nous calcu-
lons la distance de ses successeurs non visités au nocud source. Et ainsi de suite
jusqu’a avoir visité tous les sommets du graphe.

L’algorithme utilise une structure de données appelée file de priorité. Cette
structure attribue & chacun de ses éléments une valeur spécifique appelée prio-
rité. Une telle file est capable de supprimer et retourner son élément ayant la
plus petite priorité via la méthode extract _min. Elle peut également modifier
la priorité de ses éléments via la méthode set priority.
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Algorithme 7 : Algorithme de Dijkstra
Entrées : G = (V, E,C) un graphe pondéré tel que ¢ : E —> RT et

un sommet s e V.

Sortie : Une liste d telle que, pour tout v € V, d[v] = dg(s,v).
soit d une liste vide

soit @ une file de priorité vide

d[s] <0

ajouter s a Q avec la priorité 0

pour tout v € V\{s} faire

d[v] «— 4w

ajouter v & @ avec la priorité +o0

ant que @ # (J faire

u < Q.extract _min()

© ® 9 o U oA W N e
-+

=
[=)

marquer u comme Vvisité

=
[

pour tout v successeur non visité de u faire
alt « d[u] + ¢(u,v)
si alt < d[v] alors
d[v] < alt
Q.set_priority(v,d[v])

[ T o
(SO SR V)

retourner d

[y
(=]

Remarque 5.1.21. L’algorithme de Dijkstra suppose que le poids de tous les
arcs est positif. Cette hypothése est nécessaire car la présence de poids négatifs
est incompatible avec 'unique exploration de chaque nceud du graphe. En effet,
considérons le graphe de la Figure 5.8. En partant du nocud 1, nous explorons
d’abord le nceud 2 puis le noeud 3. Le plus court chemin de 1 & 2 est le chemin
(1,3,2). Cependant, comme le nceud 2 a déja été visité quand nous visitons
le nceud 3, l'algorithme ne considére pas ce chemin et nous retourne donc une

longueur de plus court chemin erronée.
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3 L2

FIGURE 5.8

5.2 Graphes dynamiques et probléme des chemins les

plus rapides

Nous avons précédemment expliqué comment calculer la longueur du che-
min le plus court en termes de distance. Il peut étre également intéressant de
déterminer le chemin le plus rapide entre deux points d’une ville. Une premiére
approche simple consiste a simplement changer l'interprétation des poids des
arcs du graphe. Le poids symbolise maintenant le temps de parcours moyen

entre deux nceuds.

Cependant, en pratique, le temps de parcours moyen d’une route peut
varier en fonction de ’heure. En effet, aux heures de pointe, la circulation est
fortement ralentie et donc les trajets aussi. Afin de modéliser cette réalité, nous
utilisons les graphes dynamiques présentés dans 'article de Chabini [Cha98].

N

5.2.1 Probléme du chemin le plus rapide a partir d’un nceud
source

Définition 5.2.1 (Graphe dynamique [Cha98|). Un graphe dynamique est
donné par le quintuplet (V, E, «,C, D) ou

e (V,E) est un graphe orienté;
e e N;

o C = (Ce)eck est une famille de fonctions telles que, pour tout e € E,
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ce : N — R et pour tout t > «, c.(t) est constante ; pour tout ¢t € N,

ce(t) dénote le colit pour traverser 'arc e en démarrant au temps ¢ ;

e D = (de)eck est une famille de fonctions telles que, pour tout e € E,
de : N — RT et pour tout ¢ > «, de(t) est constante; pour tout
t € N, dc(t) dénote le temps nécessaire pour parcourir l’arc e en

démarrant au temps t.

Remarque 5.2.2. Nous supposons que, en tout temps, notre graphe ne pos-
séde pas de cycles négatifs.

Avant d’énoncer formellement notre variante du probléme des plus courts
chemins, signalons que nous devons distinguer plusieurs cas pour réaliser nos
calculs. Il faut premiérement discerner si lorsque nous atteignons un nceud,
nous pouvons attendre ou non avant de redémarrer vers le prochain arc. Nous
devons également distinguer le cas ol notre graphe dynamique respecte la
condition FIFO (First-In-First-Out), condition selon laquelle le premier & uti-

liser un arc est le premier & quitter cet arc.

Définition 5.2.3 (Condition FIFO [Cha98|). Soit G = (V, E, a,C,D) un
graphe dynamique. Le graphe G respecte la condition FIFO si pour tout
e€ E et pour t e N,

t+de(t) <(t+1)+de(t+1).

Remarque 5.2.4. Dans le cas ol nous sommes intéressés par le chemin le
plus rapide entre deux points, si notre graphe respecte la condition FIFO, il

n’est jamais intéressant d’attendre dans un nceud avant de parcourir un arc.

Etant donné un noeud source s, nous voulons ici trouver le temps minimum
pour accéder aux autres sommets du graphe. Nous supposons ici que d’attendre
dans un nceud est interdit. Le cas, ot I'attente est permise, est étudié dans
l'article de Chabini [Cha98|.

Notation. Soient G = (V, E, «,C, D) un graphe dynamique et s € V' le noeud
source. Pour v € V, nous notons 7, le temps minimum pour atteindre v a
partir de s en démarrant au temps 0. Nous supposons dans la suite que nous
démarrons du temps 0 afin d’alléger les notations.
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Soient G = (V,E,a,C,D) un graphe dynamique et s € V notre noeud
source. Intuitivement, pour trouver le chemin le plus rapide entre le nocud s
et un nceud w € V', nous avons envie de calculer les chemins les plus rapides
vers les prédécesseurs de w et de compléter notre chemin vers w en partant
du prédécesseur qui nous permet d’arriver le plus vite & w. Cependant, nous

n’avons pas supposé que G respecte la condition FIFO.

Comme illustré a la Figure 5.9, il peut étre ici plus intéressant de faire un
détour vers les prédécesseurs de w. En effet, le chemin (s,v) est le plus rapide
pour aller de s & v. Cependant, il nous fait arriver en v au temps 1. Comme
nous ne pouvons pas attendre, si nous voulons aller vers w, il nous faudra 10
unités de temps supplémentaires pour y arriver. Alors que si nous avions pris
le chemin (s,u,v), nous serions arrivés en v au temps 2 nous permettant ainsi

de traverser 'arc (v, w) en une seule unité de temps.

10 sit<2,

1 sinon.

FIGURE 5.9 — Un graphe dynamique ne respectant la condition FIFO.

Ainsi, pour trouver la valeur 7, il nous faut considérer, pour chaque pré-
décesseur de w, tous les temps de départ possibles & partir de ces derniers.

Nous avons donc la définition suivante :

Définition 5.2.5. Soient G = (V, E,«,C,D) un graphe dynamique et
s € V. Pour tout v € V, nous notons 7T'(v) = {t : il existe un chemin
partant de s au temps 0 et arrivant en v au temps t} et Pred(v) ’ensemble
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des prédécesseurs de v dans le graphe (V, E). Nous avons

. MiNye pred(v) MiNser(v) (t+ Au,) (t)) siv#s, (5.1)

0 sinon.

Notons que si notre graphe dynamique satisfait la condition FIFO, notre
premiére intuition est valide. En effet, sous cette condition, plus nous partons
tot d’un prédécesseur, plus nous arrivons tot au noeud cible. Cela nous donne
donc la propriété suivante :

Proposition 5.2.6.
Soitent G = (V,E,«a,C,D) un graphe dynamique respectant la condition
FIFO et s € V. Pour tout v € V, nous avons

= minuePred(v) (Tu + d(uav) (Tu)) LV # 8, (5.2)

0 Sinon.

Revenons briévement au probléme des plus courts chemins classique. Soient
G = (V, E,c) un graphe pondéré et s € V. Pour tout v € V', calculer dg(s,v)
peut se faire, comme le fait I’algorithme de Dijkstra, via I’équation suivante :

i U realv d Y + ) i # 9
do(s.0) = MiNye pred(v)(da(s, u) + c(u,v))  siv#s (5.3)

0 sinon.

Nous remarquons que les équations (5.2) et (5.3) sont trés similaires pour ne
pas dire identiques & notations prés. En effet, pour les deux, nous avons besoin
de connaitre la distance (respectivement le temps de parcours) du nceud source
aux prédécesseurs du nceud v et le cotit des arcs. Le lemme suivant découle de

cette observation.

Lemme 5.2.7.

Pour un graphe dynamique respectant la condition FIFO, le probleme des
chemins les plus rapides a partir d’un neud source est équivalent au pro-
bleme des plus courts chemins classique.
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5.2.2 Probléme du chemin le plus rapide vers un nceud cible

Trouver les plus courts chemins a partir de tous les nceuds du graphe vers
un nceud cible est trés aisé dans le cas classique. En effet, ce probléme est
équivalent au probléme du plus court chemin & partir d'un nceud cible. 11 suffit
d’inverser le sens des arcs du graphe pour passer d’une version du probléme a

lautre.

Cependant, nous ne pouvons pas réaliser une telle conversion pour les
graphes dynamiques. En effet, nous devons ici tenir compte du temps qui
s’écoule, celui-ci influencgant le cofit des arcs.

Nous avons donc besoin d’une méthode spécifique pour résoudre ce pro-
bléme. L’article de Chabini [Cha98] propose un algorithme qui calcule le che-
min le plus rapide entre chaque sommet du graphe et un nceud cible pour tous
les temps de départ possibles pour le cas ol 'attente est interdite.

Notation. Soit G = (V, E,«,C,D) un graphe dynamique et ¢ € V le nceud
cible. Soit v € V, nous notons x,(t) le temps minimum pour aller du sommet

v au sommet ¢ en démarrant au temps t.

Avant de décrire I'algorithme résolvant notre probléme, intéressons-nous
aux grandes idées exploitées par ce dernier. Pour G = (V, E,«a,C,D), nous
savons que pour tout arc e € E et pour tout ¢t > «, de(t) est constante. Dés
lors, pour des temps de départ supérieurs a «, calculer x,(t) peut se faire une
seule fois & l'aide des plus courts chemins classiques. Maintenant, supposons
que nous démarrons du neeud v au temps o — 1. Nous devons maintenant nous
diriger vers le successeur de v, notons-le w, qui nous permet d’atteindre ¢ le
plus rapidement possible. Pour cela, nous devons tenir compte du temps de
parcours de l'arc (v, w) et du temps pour aller de w a ¢. Notons que, si nous
partons de v au temps a — 1, nous arriverons en w en un temps supérieur a a.
Nous avons donc déja a notre disposition le temps minimal pour aller de w & q.
Nous pouvons done facilement calculer y,(« — 1) pour tout v € V. Ensuite, a
'aide de ces derniéres valeurs, nous pouvons calculer x,(a—2) et ainsi de suite.

En bref, notre algorithme, nommé algorithme DOT pour Decreasing Order
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of Time, calcule, pour tout v € V' et pour tout t € {0, ..., a}, x,(t) a laide de

I’équation

minweSucc(v) (d(v,w) (t) + Xw (t + d(v,w) (t>)) siv #q,

Xo(t) = .
0 sinon,
et ce, en commencant par ¢ = « et en décroissant vers 0.

Notation. Soient G = (V, E,a,C,D) un graphe dynamique et ¢t € N. Nous
notons G(t) le graphe pondéré (V, E, c) ou, pour tout e € E, c(e) = de(t).

Algorithme 8 : DOT [Cha9§]
Entrées : Un graphe dynamique G = (V, E,«,C,D) et g€ V un

neceud cible.

Sorties : Le temps minimal x,(¢) pour aller du noeud v au neeud ¢ en
démarrant au temps ¢, pour tout v € V' et pour tout
te{0,...,a}

pour tout veV ett < « faire

si v # ¢ alors
\ Xu(t) < +o0
sinon
‘ Xq(t) <0
pour tout v € V faire
| (@)« dog (v,q)
pour t allant de a« — 1 ¢ 0 faire

© ® N & oA W N -

pour tout (v,w) € E faire
10 ‘ Xv (t) < min (X’U (t)a d(v,w) (t) + Xw (t + d(v,w) (t)))
11 retourner x,(t) pour tout v eV, pour tout t € {0,...,a}

Exemple 5.2.8. Considérons le graphe dynamique de la Figure 5.9. Nous
supposons que le paramétre a associé a ce graphe vaille 3 et que notre cible
est le nceud w. Exécutons 'algorithme DOT sur ce graphe.

Nous obtenons facilement que x,(3) = 2, xu(3) = 2 et xu(3) = 1. Si nous

démarrons au temps 2, nous obtenons les mémes résultats. Si nous démarrons
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au temps 1, nous avons cette fois-ci x,,(1) = 10. Comme en partant de s ou de
u, nous arrivons en v au temps 2, nous avons xs(1) = 2 et x,(1) = 2. Si nous
démarrons au temps 0, nous avons x,(0) = 10 et x,(0) = 11. En démarrant
de s, si nous choisissons l'arc (s, v), nous arrivons en v au temps 1. Nous avons
calculé précédemment qu’en démarrant de v au temps 1, il nous faut 10 unités
de temps pour atteindre w. Il nous en faut donc 11 en partant de s au temps
0. Si nous choisissons l'arc (s,u), en arrivant au temps 1 au sommet u, il ne
nous faudra que 2 unités de temps supplémentaires pour atteindre w. Nous en
déduisons que x,(0) = 3.

5.3 Affectation des batiments et jeu sur graphe

Afin de modéliser un quartier et les affectations des batiments qui le com-
posent, CUBE utilise un graphe analogue a celui de la Figure 5.10.

FIGURE 5.10

Les couleurs des différents nceuds du graphe ont une signification. Les
neeuds gris sont des nceuds routiers, modélisant les carrefours, les passages

piétons, etc. Les noeuds en nuances d’orange sont des commerces de proximité.
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Les neeuds en nuances de bleu sont des écoles. Les noeuds blancs sont initia-
lement des positions potentielles pour chacune des affectations (hors noeuds
gris). Aprés avoir décidé quelles sont les positions des affectations, les noeuds

blancs sont considérés comme des logements.

Remarque 5.3.1. Dans la Figure 5.10, un groupe de noeuds blancs entourés
par des noeuds gris est donc un ilot.

Remarque 5.3.2. Nos graphes modélisant des quartiers ou des villes, nous
supposons qu’ils sont connexes.

5.3.1 Trouver les positions optimales

Afin de déterminer les positions optimales, dans un graphe, des différentes
affectations, CUBE utilise des notions de théorie des jeux. Intuitivement, nous
avons pour ce jeu un nombre fize de joueurs. Chaque joueur posséde un jeton
de couleur relatif & un type de batiment. Les joueurs peuvent placer leur jeton

sur un noeud blanc du graphe.

Chaque joueur veut trouver la meilleure position possible pour son jeton.
Pour cela, les joueurs vont, tour a tour, déplacer leur jeton vers un nceud blanc
voisin. Le jeu s’arréte quand, pour tous les joueurs, bouger un jeton n’améliore

plus les gains recus.

Remarque 5.3.3. Trouver la position optimale d’'une affectation d’'un bati-
ment en explorant les noeuds du graphe de proche en proche est analogue au
Hill Climbing (voir section 3.1.1)

Dans le graphe de la Figure 5.10, se contenter d’explorer le graphe de noeud
blanc en nceud blanc améne les joueurs & trouver la position optimale pour leur
jeton dans un ilot. Or, 'objectif est de trouver la meilleure position dans tout le
graphe. Pour pallier cela, nous explorons le graphe & la maniére de la recherche
par voisinage variable (VNS pour Variable Neighborhood Search) [HMBP19|.

Le VNS est une métaheuristique qui utilise plusieurs opérations de voisi-
nage. Le VNS consiste & exécuter premiérement un Hill Climbing classique.

Une fois un optimum local trouvé pour la premiére opération de voisinage,
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I’algorithme génére un nouveau voisinage avec la deuxiéme opération. Si une
meilleure solution est trouvée avec ce voisinage, un Hill Climbing avec la pre-
miére opération de voisinage est relancé. Si non, l'algorithme génére un voisi-
nage avec une troisiéme opération et ainsi de suite. L’algorithme s’arréte quand
une solution meilleure que ses voisins pour toutes les opérations de voisinage

est trouvée.

Dans le cadre de notre jeu sur graphe, une fois la meilleure position trou-
vée dans un ilot, les joueurs peuvent bouger leur jeton vers un noeud blanc
distant d’au plus deux arcs dans le graphe. Ce mouvement permet aux joueurs
d’atteindre de nouveaux nceuds blancs sans étre bloqués par les nceuds gris.

5.3.2 Les joueurs oranges

Les nocuds oranges symbolisent des commerces de proximité. Les joueurs
associés & ces commerces veulent trouver la position qui leur apporte le plus
de clients. Nous supposons que les clients sont uniformément distribués sur
les noeuds blancs. Afin d’attirer le plus de clients possibles, les joueurs vont
chercher les nceuds les plus facilement accessibles dans le graphe. Ainsi, 1’ob-
jectif des joueurs est donc de trouver les nceuds du graphe avec la plus grande

centralité de proximité.

Définition 5.3.4 (Centralité de proximité [Fre78|). Soient G = (V, E) et

v € V. La centralité de prorimité de v vaut :

1

CC(U) N Zse\/ dG(Sa U)‘

Remarque 5.3.5. Si G est un graphe non connexe, par convention, Cc(v) = 0

pour tout sommet v de G.

Définition 5.3.6. Soit un graphe G, nous notons White(G) 1'ensemble
des nceuds blancs de G. Soit N = {1,...,n}, 'ensemble des joueurs. Le
probléme d’affectation des commerces de proximité est modélisé comme le



100 Chapitre 5 — Affectation des batiments et problémes d’optimisation

jeu G = (N, (Si)ien, (gi)ien), ot pour tout ¢ € N, S; = White(G). Si nous
notons v; € White(G) le nceud de G choisi pas le joueur 7, la fonction de

gains de ce joueur est définie comme suit :

gw)= Y, do(u,w),

ueW hite(G)

ou dg(u,v;) est la longueur d’un plus court chemin du noeud u vers le

noeud v. Les joueurs veulent minimiser leur fonction de cotts.

La Figure 5.11 illustre un EN pour une instance de ce jeu & quatre joueurs.
Nous remarquons que, comme pour le probléme des marchands de glaces
(Exemple 4.1.9), les positions choisies par les joueurs sont proches du centre

du graphe 2.

FiGURE 5.11 — Un EN pour quatre joueurs oranges.

Remarque 5.3.7. Une autre fagon de déterminer la position optimale de k
commerces de proximité est analogue au probléme des marchands de glaces
(Exemple 4.1.9) : les clients vont vers le commerce le plus proche et les joueurs
veulent maximiser leur nombre de clients. Si pour tout i € IV, nous notons v;
le noeud sélectionné par le joueur i, nous pouvons définir la fonction de gains

suivante :

gi(vi,v—i) = {u € White(G) : dg(u, vi) = MiNeefy,ienyda(u, 0)}].

12. La complexité algorithmique pour le probléme d’affectation des commerces de proxi-
mité est étudiée dans 'annexe A
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Par expériences, cette famille de fonctions de gains améne & 'apparition de plus
d’EN dans le jeu. Cependant, en utilisant le VNS, les joueurs convergent vers
le méme EN que précédemment, i.e. les joueurs choisissent les noeuds proches

du centre du graphe.

5.3.3 Les joueurs bleus

Les nceuds bleus sont des écoles. Comme pour les commerces, nous dé-
finissons un jeu multi-joueurs pour déterminer les meilleures positions. Les

différences avec le précédent modéle sont les fonctions de gains.

Définition 5.3.8. Soit un graphe G, nous notons White(G) 1'ensemble
des nceuds blancs de G et Blue(G) l'ensemble de nceuds bleus de G.
Soit N = {1,...,n}, Pensemble des joueurs. Le probléme d’affectation
des écoles est modélisé comme le jeu G = (N, (Si)ien, (gi)ien), OU pour
tout i € N, S; = White(G). Si nous notons v; € White(G) le nceud de G
choisi par le joueur i, nous avons Blue(G) = {v; : i € N}la fonction de
gains de ce joueur est définie comme suit :

gilvuv_g) = )] min _ dg(u,b),
weW hite() "EB1e(C)

ot dg(u, b) est la longueur d’un plus court chemin du noeud w vers le nceud

b. Les joueurs veulent minimiser leur fonction de gains.

Les fonctions de cofits sont les mémes pour tous les joueurs bleus. Ils vont
coopérer. Cela symbolise le fait que, dans notre modéle, les écoles ne se font
pas directement concurrence. Leur objectif est que tous les habitants aient un

accés rapide a 1’éducation.

La Figure 5.12 illustre un EN pour une instance de ce jeu & quatre joueurs.
La coopération des joueurs a pour conséquence que les positions choisies ne
sont plus au centre du graphe!3. Pour faire un paralléle avec le probléme

des marchands de glace (Exemple 4.1.9), c’est comme si les deux marchands

13. La complexité algorithmique pour le probléme d’affectation des écoles est étudiée dans

l’annexe A
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travaillaient pour la méme franchise. Ils ne sont donc plus en concurrence. Ils
peuvent donc se partager la plage équitablement et se positionner de telle sorte
a favoriser le confort des clients. Ainsi, par exemple, le profil de stratégies (i, %)

est maintenant un EN.

FiGURE 5.12 — Un EN pour quatre joueurs bleus.

Modéliser D'affectation des écoles via un jeu demande de travailler avec
un nombre fize d’écoles. Or, il est intéressant de déterminer le nombre opti-
mal d’écoles a ouvrir pour satisfaire le plus grand nombre d’habitants. Pour
cela, nous modélisons notre probléme comme une instance du Facility Location
Problem.

5.4 Nombre d’écoles et Facility Location Problem

5.4.1 Définition du Facility Location Problem

Intuitivement, le Facility Location Problem (FLP) est un probléme d’opti-
misation modélisant la situation suivante. Nous avons un ensemble de positions
ol construire des entrepdts et un ensemble de clients. Ouvrir un entrepot a un
cotit. Les clients doivent se faire livrer des marchandises par I’entrepdt le plus
proche. L’objectif du FLP est de déterminer quels entrepdts ouvrir pour mi-
nimiser les colts de transport vers les clients tout en considérant les cofits de

construction.

Dans le cadre de CUBE, les entrepo6ts sont considérés comme des écoles
et les clients comme des logements. Les parents inscrivent leurs enfants dans
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I’école la plus proche.

Définition 5.4.1 (Facility Location Problem). Soient I = {i1,..., 4} un
ensemble de sites ot des entrepots peuvent étre construits, J = {j1, ..., jn}
un ensemble de clients, le vecteur f = (f;)ier ou f; est le cotit de construc-

tion de l'entrep6t en 4, et une matrice C' = (¢;5)ier 0l ¢;5 est le cout de
jeJ
transport de ’entrepot ¢ au client j.

L’objectif du FLP est de trouver ¢§ < S < I tel que S minimise :

p(8) =, fi+ Y minc.

€S JeJ

Exemple 5.4.2. Une instance du FLP peut étre modélisée comme une suite
binaire. A chaque élément de la suite est attribué un entrepot. Si & un indice
donné, la valeur de la suite vaut 1, I'entrepdt est ouvert. Si la valeur vaut 0,

I’entrepot est fermé.

Pour l'instance de la Figure 5.13, les valeurs des solutions possibles sont les

suivantes :

e p(011) =5+5+1+2+1=14;
e p(111) =7+5+5+1+2+1=21,

Pour cette instance, la solution optimale consiste & ouvrir les entrepots 2 et 3.

Remarque 5.4.3. La définition du FLP que nous utilisons est la définition
la plus simple de ce probléme, parfois appelée Uncapacited Facility Location
Problem. 11 existe des variantes plus complexes prenant en compte la capacité
de stockage des entrepdts ou la demande en marchandises des clients. Dans le
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=7

fa=5

f3=5
FIGURE 5.13

cadre de CUBE;, nous travaillons uniquement avec I’ Uncapacited Facility Loca-
tion Problem. Cette variante est suffisante pour nos propos. Le lecteur intéressé
peut trouver de plus amples informations sur ces variantes dans 'ouvrage de
Farahani et Hekmatfar [FH09).

Comme beaucoup de problémes d’optimisation, le FLP est NP-difficile.
Comme expliqué dans le chapitre 3, trouver la solution optimale ne peut se
faire en un temps raisonnable avec un algorithme exact. C’est pour cela qu’il
est nécessaire d’utiliser des méthodes approchées comme les métaheuristiques
pour résoudre ce genre de problémes. Dans le cadre d’une bourse d’initiation a
la recherche, Cardoen a réalisé un comparatif entre plusieurs métaheuristiques
et algorithmes exacts pour le FLP [Car2l|. Il résulte de ce travail que les
algorithmes génétiques [EG09] ont un bon ratio entre la qualité des solutions
retournées et le temps de calculs. Pour résoudre une instance du FLP, nous
faisons donc appel a I'implémentation de ces algorithmes utilisée par Cardoen.

5.4.2 Algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques portent ce nom car leur fonctionnement est
inspiré de la génétique dans le sens biologique du terme. Ces algorithmes tra-
vaillent sur une population de solutions. Ces solutions sont amenées a se croiser
afin de générer de nouvelles solutions.
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La premiére étape d’un algorithme génétique consiste & générer une po-
pulation d’individus. Dans I'implémentation de CUBE, n suites binaires sont

générées aléatoirement.

Remarque 5.4.4. Dans la suite, nous appelons «géne» un élément de la suite

binaire modélisant un individu.

La deuxiéme étape est I’étape de croisement. Les individus de la génération
courante forment aléatoirement des paires. Dans CUBE, chaque paire génére
deux nouveaux individus via un One Point Crossover. Un One Point Crossover
consiste & couper les deux suites binaires & un indice i choisi aléatoirement.
Ensuite, les deux moitiés sont interchangées afin de créer deux nouveaux indi-
vidus (voir Figure 5.14).

Les deux nouveaux individus ont ensuite une faible probabilité de subir une
mutation. Ici, une mutation se traduit par changer aléatoirement une valeur
de la suite. Un 0 devient un 1 et un 1 devient un 0. La présence de mutations
permet d’avoir une plus grande diversité de solutions. Une plus grande diversité

d’individus augmente les chances d’obtenir une solution de qualité.

[]1fofol1]

0fofofo]1]

One Point Crossover

FIGURE 5.14

Remarque 5.4.5. La probabilité d’avoir une mutation est souvent comprise
entre 0,1% et 1%. Avoir une probabilité de mutation trop grande reviendrait
a faire une simple recherche aléatoire. Nous perdrions donc l'intérét des algo-
rithmes génétiques.
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La derniére étape est ’étape de sélection. Afin d’éviter une population qui
grandit exponentiellement, seuls n individus sont conservés pour passer a la
génération suivante. Pour réaliser la sélection, CUBE utilise «la technique de la
roulette». La probabilité qu'un individu soit sélectionné est proportionnelle a
son évaluation par la fonction objectif. Soit {s1, ..., s,} la population courante.
Soit ¢, la fonction objectif du probléme. La probabilité que I'individu s; soit
sélectionné est :

_els)

D1 P(5k)
si I'objectif est de maximiser . Si 'objectif est de minimiser ¢, la probabilité
d’étre sélectionné est :

1 o(s:)

n—1 (n—1) 20 ¢(sk)

La Figure 5.15 illustre une distrubution basée sur «la technique de la roulette».
Une fois un individu sélectionné, une nouvelle roulette est créée avec les indi-

vidus restants.

Lors de la phase de sélection, CUBE utilise une petite optimisation propo-
sée par Kratica et al. [KFST96]. La meilleure solution de chaque génération
passe directement & la génération suivante. Ainsi, un individu de qualité peut
transmettre ses génes a la génération suivante.

Apreés cette phase de sélection, une nouvelle phase de croisement a lieu avec
les individus sélectionnés. L’algorithme s’arréte aprés avoir généré m généra-
tions d’individus. La meilleure solution rencontrée parmi toutes les générations

est retournée.

Remarque 5.4.6. Dans la littérature, la phase de sélection a parfois lieu avant
la phase de croisement. Seule la moitié des individus d’une génération peut se
croiser. Nous avons testé les deux approches sur 1000 instances du FLP par-
tant de la méme population initiale. Effectuer la phase de croisement avant
la phase de sélection retourne une meilleure solution dans 760 cas. Effectuer
la phase de sélection retourne une meilleure solution dans 169 cas. Enfin, les
deux approches retournent une solution de méme qualité dans 71 cas.
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2
3
4 5
Solution : 1 2 3 4 5
Evaluation : 45 45 120 60 90
Tita - 1 1 1 1 1
Probabilité : 3 3 3 6 1
FIGURE 5.15 — Exemple de distribution en «roulette». Ici, plus ’évaluation
d’une solution est élevée, plus la probabilité d’étre sélectionné est élevée.

Reéaliser la phase de croisement en premier ameéne a réaliser une sélection sur
une population deux fois plus grande. Avoir une population plus grande per-
met d’avoir une plus grande diversité d’individus. Donc, un individu de grande

qualité a plus de chance d’émerger.

Au vu de ces résultats, CUBE réalise la phase de croisement en premier.

5.4.3 Application et résultats

Dans notre implémentation du FLP, nous ne partitionnons pas les nceuds
du graphe en noeuds clients et noeuds pouvant étre des entrepdts. Ici, un nceud
qui n’est pas un entrepot est un client et inversement.

La Figure 5.16 illustre une solution retournée par CUBE pour une instance
du FLP via un algorithme génétique. L’algorithme a travaillé avec des popu-
lations de 200 individus sur 2000 générations. La probabilité qu’'un individu
mute était de 1%. Ouvrir un entrepot a un cotit de 15. Les cotits de transport
sont calculés comme étant la longueur d’un plus court chemin dans le graphe.
Le poids de chaque aréte du graphe est de 1.
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L’utilisateur peut également spécifier des contraintes que CUBE doit consi-
dérer. Premiérement, I'utilisateur peut forcer des noeuds & étre des clients ou
des entrepots. Les indices associés & ces noeuds dans les suites binaires modé-
lisant une instance du FLP vont donc avoir une valeur fixe. Comme tous les
individus d’une population ont le méme géne, ce géne est toujours transmis
aux nouveaux individus. Il faut juste vérifier que ces génes fixés ne mutent

pas.

FIGURE 5.16 — En bleu canard, les entrepots ouverts.

Deuxiémement, 'utilisateur peut spécifier une distance maximale & laquelle
doit se trouver un entrepot fournissant un client. Donner une pénalité plus
grande que le cott d’ouverture d’'un entrepot encourage CUBE a ouvrir plus
d’entrepots. Cette contrainte permet de prendre en compte le critére «chaque
habitant doit avoir accés a une école & au plus 600 m de chez lui» identifié dans
les travaux de De Smet [De 18].

La Figure 5.17 illustre une solution retournée par CUBE avec les mémes
configurations que pour la Figure 5.16 mais avec des contraintes. Le noeud en
haut a gauche est un client obligatoirement. Le nceud en bas a droite est un
entrepot obligatoirement. Une pénalité de 30 est donnée & une solution par
client n’ayant pas un entrepdt a une distance d’au plus 2.
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FIGURE 5.17 — En bleu canard, les entrep6ts ouverts.

5.5 Evaluation d’affectation et Knapsack Problem

Le probléme exposé dans cette section est basé sur un fait réel. L'Ecole du
Futur, située dans la ville de Mons en Belgique, a pour projet de déménager.
De ce fait est né la question suivante : «Ce déménagement est-il une bonne
idée 7»

Pour donner des pistes de réponses & ce genre de question, CUBE fournit
des outils pour évaluer l'affectation existante des écoles dans une ville. Avec
ces outils, il est possible de comparer 1’évaluation de l’affectation avant et
aprés un déménagement. Afin de réaliser ces évaluations, CUBE simule une
assignation des éléves dans les différentes écoles. Ensuite, CUBE mesure le

degré de satisfaction des parents a mettre leurs enfants dans telle ou telle
école. Pour réaliser cela, nous utilisons des variantes du Knapsack Problem.

5.5.1 Le Knapsack Problem

Le Knapsack Problem (probléme du sac & dos en frangais) peut étre intui-
tivement expliqué via la situation suivante. Un cambrioleur veut dévaliser une
salle contenant n trésors, tous numérotés de 1 a n. Le probléme du cambrio-
leur est que son sac est trop petit pour contenir tous les trésors, ce dernier
ne pouvant contenir que ckg. Sachant que chaque trésor ¢ pése w; kg et a une
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valeur de p; €, I'objectif du cambrioleur est de remplir son sac le plus possible

de facon & emporter les objets ayant la plus grande valeur totale.

Définition 5.5.1 (Knapsack Problem [KPPO04]|). Soit N = {0,1,...,n},
un ensemble de n objets ayant une capacité maximale c. Pour tout objet
i € N, p; € R symbolise la valeur de 'objet ¢ et w; € R le poids de I'objet.

L’objectif d’une instance du Knapsack Problem (KP) est de maximiser :

n
Z PiZi,
=1

sous la contrainte que

ol pour tout ¢ € N,

1 sil’objet ¢ est dans le sac,
dBg =
0 sinon.

Exemple 5.5.2. Considérons une instance du probléme du sac & dos avec une

capacité maximale de 9 et 7 objets avec les poids et valeurs suivants :

1|1 2 3 4 5 6 7
pp |6 5 8 9 6 7 3
w; |2 3 6 7 5 9 4

Une solution possible de cette instance est de choisir les objets 2 et 5. En
effet, leur poids total vaut 8, nous pouvons donc mettre ces deux objets dans
notre sac et nous avons une solution d’'une valeur de 11. Une autre solution
remplissant cette fois totalement le sac est de choisir les objets 1, 2 et 7 pour
une valeur de 14. La solution optimale de cette instance, ayant une valeur de
15, est de choisir les objets 1 et 4.

Notations. A partir de maintenant, nous notons K P(n, ¢) pour une instance
du probléme du sac & dos de capacité maximale ¢ ayant n objets. Nous notons
également X*(n,c) une solution optimale d'une telle instance. Enfin, nous
notons z(n, c¢) la valeur de la solution optimale.
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Le KP est également un probléme NP-difficile. Afin de résoudre une ins-
tance de ce probléme, CUBE utilise le premier algorithme utilisant les concepts
de programmation dynamique présenté dans ’ouvrage de Kellerer, Pferschy et
Pisinger |[KPP04]|. La programmation dynamique consiste a résoudre un pro-
bléme en le décomposant en sous-problémes plus simples a résoudre. Un tel
algorithme résout les sous-problémes progressivement et garde en mémoire les
résultats pour chacun d’entre eux. Les solutions mémorisées sont utilisées pour

construire la solution d’un sous-probléme plus complexe.

Dans le cadre du probléme du sac a dos, la programmation dynamique re-
pose sur le fait que nous pouvons construire la solution optimale d’une instance
an objets & partir d’une instance & n—1 objets. En effet, soit K P(n, ¢) une ins-
tance du probléme du sac a dos. Sin ¢ X*(n,c), alors X*(n,c) = X*(n—1,¢).
Et si n € X*(n,c), alors X*(n — 1,¢c — wy,) = X*(n,c)\{n}. Cela signifie que
si 'objet n n’est pas dans la solution optimale, alors la solution optimale est
la méme que celle de I'instance sans cet objet. Et si n est dans la solution
optimale et si on le retire de cette solution, alors nous obtenons la solution
optimale de I'instance & n — 1 objets dont la capacité maximale a été diminuée
de w,. En partant de cette observation, nous pouvons donc calculer la valeur
de la solution optimale comme suit :

(n.0) z(n —1,¢) st wy, > ¢,

z(n,c) =

maxiz(n —1,¢),z(n —1,c—wy) + pny s1w, < c.
1 1 i

Ainsi, I’Algorithme 9 garde en mémoire pour tout objet i les valeurs z(i, d)
ol d est la capacité maximale du sac. Cette capacité d est augmentée pro-
gressivement jusqu’a valoir ¢. L’algorithme peut donc calculer la valeur de la

solution optimale z(n, c).

Exemple 5.5.3. Reconsidérons I'instance du probléme du sac & dos de I'exem-
ple 5.5.2. La Table 5.1 contient toutes les valeurs z(7,d) calculées par ’algo-
rithme. Sa construction se déroule comme suit : tout d’abord nous considérons
que nous n’avons accés uniquement a I’objet 1. Nous ne pouvons le mettre dans
le sac que si la capacité maximale de ce dernier est supérieure a 2.

Ensuite nous avons accés a 'objet 2. Si la capacité du sac vaut 3 ou 4, nous
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Algorithme 9 : Programmation Dynamique pour KP

Entrées : Une instance du probléme du sac a dos K P(n,c¢) ou n est
le nombre total d’objets, ¢ la capacité maximale du sac. De
plus, tout objet ¢ a un poids w; et une valeur p;.

Sortie : La valeur de la solution optimale pour cette instance.

1 pour d allant de 0 a c faire

2 | 2(0,d) <0

3 pour ¢ allant de 1 a n faire

4 pour d allant de 0 a w; — 1 faire

5 | | 2(i.d) « 2(i—1,d)

6 pour d allant de w; a c faire

7 siz(i—1,¢c—w;)+p; > 2(i—1,d) alors
8 ‘ 2(i,d) <« z(i—1,¢c —w;) + pi

9 sinon

10 | 2(i,d) < 2(i—1,d)

[
=

retourner z(n,c)

pouvons uniquement mettre I’objet 2 dans le sac mais sa valeur est inférieure
a celle de 'objet 1. Dés lors, pour l'instant, la solution optimale ne contient
que 1. Une fois la capacité du sac dépassant 5, les deux objets peuvent étre
mis dans le sac.

Maintenant considérons 1'objet 3 de poids 6 et de valeur 8. Si la capacité
du sac vaut 6 ou 7, nous pouvons ajouter 'objet 3 & X*(2,0) et X*(2,1).
Dans les deux cas, la solution {3} de valeur 8 est construite. Cette solu-
tion est de moins bonne qualité que X*(2,6) et X*(2,7). Nous avons donc
2(3,6) = 2(3,7) = 2(2,6) = 2(2,7) = 11.

Ensuite, l'algorithme construit des solutions pour KP(3,8) et KP(3,9) en
ajoutant l'objet 3 & X*(2,2) et X*(2,3). La solution {1,3} de valeur 14 est
créée. Cette solution est meilleure que X*(2,8) et X*(2,9). Nous avons donc
2(3,8) = 2(3,9) = 14.

L’algorithme continue ses calculs de maniére analogue jusqu’a obtenir z(7,9).

Remarque 5.5.4. L’objet 0 de la Table 5.1 est un objet fictif de poids et de
valeur nuls. L’algorithme l'utilise pour démarrer ses calculs.
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TABLE 5.1 — Tableau créé en mémoire par l'algorithme lors de son exécution sur
Iinstance de 'exemple 5.5.2.

“lo 1 2 3 4 5 6 7
d

0O ]o 0o 0o 0 0 0 0 0
1 100 0 0 0 0 0 0
2 106 6 6 6 6 6 6
3 /06 6 6 6 6 6 6
4 /06 6 6 6 6 6 6
5 [0 6 11 11 11 11 11 11
6 |0 6 11 11 11 11 11 11
7 lo 6 11 11 11 12 12 12
8 |0 6 11 14 14 14 14 14
9 |0 6 11 14 15 15 15 15

Remarque 5.5.5. De base, l'algorithme ne calcule pas la solution optimale
mais uniquement sa valeur. Cependant, en utilisant le tableau créé en mémoire,
il est possible de facilement construire cette solution. En effet, au vu de la
construction du tableau, 'objet ¢ est dans la solution optimale de 'instance
KP(i,d) si z(i,d) = z(i—1,d—w;) + p;. Dés lors, la construction de la solution
optimale pour K P(n,c) se fait de la maniére suivante. Premiérement, nous
vérifions si n est dans cette solution via le critére précédemment cité. Si oui,
nous testons ensuite si n— 1 est dans la solution optimale de K P(n—1,c—wy,)
et ainsi de suite. Sinon, nous vérifions si n — 1 est dans la solution optimale de
KP(n —1,c). Si nous gardons une trace de chaque objet vérifiant le critére,
une fois la vérification faite pour 'objet 1, la solution optimale est construite.

5.5.2 Le Generalized Assignment Problem

Le Generalized Assignment Problem (GAP) est un autre probléme d’op-
timisation trés semblable au probléme du sac & dos. La principale différence
entre ces deux problémes est que pour le GAP nous disposons de plusieurs sacs
pour ranger nos objets. Les sacs peuvent avoir des capacités différentes et la
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valeur et le poids des objets peuvent varier en fonction du sac.

Un exemple pour comprendre intuitivement ce probléme est le suivant : un
patron cherche a répartir plusieurs taches (les objets) entre ses employés (les
sacs). Cependant, lors de la répartition, il doit tenir compte de la motivation
de chacun de ses employés a réaliser telle ou telle tache influant sur le temps
que va mettre un employé a effectuer son travail (le poids des objets) et des
domaines d’expertises de ses employés influant sur la qualité du travail rendu
(la valeur des objets). L’objectif du patron est d’avoir a la fin de la journée le
plus de taches bien effectuées tout en tenant compte des horaires des employés
(les capacités maximales des sacs).

Définition 5.5.6 (Generalized Assignment Problem). Soient n objets et
m sacs. Soit le vecteur ¢ = (c1,...,¢n) tel que, pour tout j, ¢; soit la

capacité maximale du sac j. Soient les matrices W = (w;j) 1<i<n €t P =
1<j<m
(pij) 1<i<n telles que pour i et pour tout j, w;; et p;; sont respectivement
1<jsm
le poids et la valeur qu’a 'objet ¢ quand il est mis dans le sac j. L’objectif

d’une instance du GAP est de maximiser :
m

j=1q

DijZij,
1

n

sous les contraintes que

n
pour tout 1 < 5 < m, Z Wi Tij < Cj,
=1

m
Z Ti; < 1,
j=1
ou pour tout 1 < ¢ < n et pour tout 1 < 5 < m,

1 sil’objet ¢ est dans le sac j,
Tij =
0 sinon.
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Exemple 5.5.7. Considérons I'instance du GAP a 4 objets et 3 sacs suivante :

111 3 1 5
2 11 1
W = 59 P= c=(2,3,4)
2 3 4 5 15 25
12 3 25 15 5

Pour cette instance, la solution optimale est {{1,4}, {2}, {3}}.

Tout comme pour le KP, nous ne disposons pas d’algorithme permettant de
calculer la solution optimale d’une instance du GAP en un temps raisonnable
sans utiliser de mémoire. Il faut donc faire des concessions. Pour résoudre une

instance du GAP, CUBE utilise un algorithme d’approzimation.

Définition 5.5.8 (Algorithme d’approximation [WS11]). Un algorithme
d’a-approximation pour un probléme d’optimisation est un algorithme en
temps polynomial qui retourne une solution dont la valeur vaut celle de la

solution optimale & un facteur « preés.

Comme, dans le cas du GAP, nous cherchons & maximiser un critére, nous
supposons que « est compris entre 0 et 1. Ainsi, la solution retournée par un
algorithme d’%—approximation vaut au moins la moitié de la solution optimale.

L’algorithme que nous utilisons (Algorithme 10) est le résultat des travaux
de Cohen, Katzir et Raz [CKRO06]. Nous notons P = (p;x) 1<i<n la matrice de

1<k<m
valeurs. Cet algorithme fonctionne comme suit :

e appliquer un algorithme de résolution du probléme du sac a dos sur le

premier sac;

e créer une matrice @ = (¢;x) 1<i<n tel que pour tout 1 < ¢ < n, pour tout
1<k<m
1 <k <m, ¢tz = pir si objet ¢ a été mis dans le sac 1 ou si k = 1.

Sinon, g;x = pik ;

e créer la matrice R = (1) 1<i<n tel que R = P — Q. Dés lors, pour tout
1<k<m
1 <i < n,pour tout 1 < k < m, siry > 0, alors cela signifie que 1'objet

1 a une plus grande valeur dans le sac k que dans le sac 1 ou qu’il n’a
pas encore été sélectionné. En effet, la matrice () contient les valeurs des
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objets mis dans le sac 1. Donc si r;; > 0, cela signifie que p;r > ¢;x. D’ot

I’objet ¢ & une plus grande valeur dans le sac k.

e appliquer les étapes précédentes en utilisant la matrice R a place de P
sur le deuxiéme sac. Une nouvelle matrice R va étre crée, utilisée sur le

troisiéme sac et ainsi de suite;

e une fois cela fait pour chaque sac, combiner chaque solution en enlevant

les doublons.

Lors de la derniére étape, lorsqu’un objet se trouve dans deux sacs différents,
I’algorithme laisse 'objet dans le sac de plus grand indice. En effet, les modi-
fications de la matrice des valeurs sont faites de sorte que si un objet est mis
a nouveau dans un sac de plus grand indice, cela signifie que sa valeur dans ce
sac est plus grande que celle pour les précédents sacs.

Exemple 5.5.9. Exécutons I’Algorithme 10 sur Uinstance de 'exemple 5.5.7.
La Table 5.2 reprend les valeurs des différentes variables utilisées par 1'algo-
rithme lors de son exécution. La premiére étape consiste a résoudre le probléme
du sac a dos en ne considérant que le sac 1. La solution optimale est {1,4}.
Gréace a cette solution, la matrice R est construite. Pour tout 1 < i < n et
pour tout 1 < j < m, si r;; > 0, cela signifie que I'objet ¢ a une valeur plus
grande dans le sac j que dans le sac 1.

La matrice R est utilisée comme matrice de valeurs pour résoudre le KP sur
le sac 2. La solution optimale est {3}. Avec cette solution, R est mise a jour.
Elle est ensuite utilisée comme matrice de valeurs pour résoudre le KP sur le
sac 3. La solution optimale est également {3}.

Avec ces trois solutions du KP, la solution pour le GAP est construite. L’objet
3 peut étre dans le sac 2 ou le 3. Vu la construction de R, 3 a une plus grande
valeur dans le troisiéme sac. Ainsi la solution retournée est {{1,4}, {}, {3}}.

Remarque 5.5.10. La matrice () n’est utilisée que pour construire la matrice
R.



5.5 — Evaluation d’affectation et Knapsack Problem

117

Algorithme 10 : Next-Bin [CKRO06]

Entrées :

Sortie : Une solution approximée pour l'instance du GAP donnée en

Une matrice de valeurs P, une matrice de poids W et un

vecteur de capacité ¢ pour un GAP avec n objets et m

sacs. Un algorithme A résolvant le probléme du sac a dos.

Un indice j

entrée.

1 Appliquer l'algorithme A sur le sac j en utilisant la colonne j des

2 Soient les matrices Q = (¢ij) 1<i<n €t R = (rij) 1<i<n
1<j<m j

3
4
5
6
7
8
9

10

11
12

13
14

pour tout 1 <7< n et 1 <k <m faire

S

siie S* ouk = j alors

‘ dik < Dij
sinon
‘ qik < 0

Tik < Pik — ik

i 7 <m alors

matrices P et W. Soit S* la solution retournée par A.

1<jsm

Exécuter Next-Bin sur le sac j + 1 avec R comme matrice de

valeurs. Soit S;j 41 la solution retournée par cette exécution.

S5 — Sii1 0 S\UL 1 Sk

retourner S

sinon

retourner S*

TABLE 5.2 — Variables utilisées par I’Algorithme 10 pour résoudre l'instance de

I’exemple 5.5.7.

j P S* Q R
3 1 5 3 3 3 0o -2 2
1 1 1 1 (1,4} 1 0 0 0 1 1
5 15 25 5 0 0 0 15 25
25 15 5 25 25 25 0 —10 —20
Suite a la page suivante
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TABLE 5.2 — suite

] p g% Q R
-2 2 -2 0 0 2
1 1 1 0 0 1
2 {3}
15 25 15 25 0 10
~10 —20 ~10 0 0 —20
2 2 0
1 1 0
3 {3}
10 10 0
~90 ~20 0

Supposons que Next-Bin (Algorithme 10) utilise un algorithme d’a-approxi-

mation pour résoudre les instances de KP. Cohen et al. prouvent dans leur ar-

(0]
14+a

son implémentation, CUBE utilise un algorithme qui, grace a de la mémoire,

ticle [CKRO6| que cet algorithme est un algorithme d’ -approximation. Dans
retourne la solution optimale d’une instance de KP. Donc, I'implémentation de
Next-Bin de CUBE est un algorithme d’%—approximation.

5.5.3 Application et résultats

Afin de simuler 'assignation des éléves aux différentes écoles, nous définis-

sons le probléme d’optimisation suivant :

Définition 5.5.11 (Probléme d’Assignation des Ecoles). Soient n foyers
et m écoles. Soit le vecteur ¢ = (c1,...,¢n) tel que pour tout j, ¢; soit
le nombre maximum d’éléves que 1’école j peut accueillir. Soit le vecteur
(w1, ..., wy) ot pour tout 1 < i < n, w; est le nombre d’enfants & scolariser

dans le foyer i. Soit P = (p;j) 1<i<n tel que pour ¢ et pour tout j, p;; est la
1<jsm
satisfaction du foyer ¢ de mettre leurs enfants a 1’école j. L’objectif d’une

instance de ce probléme est de maximiser :

m n
Z Z DijZij,

j=1i=1
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sous les contraintes que pour tout 1 < j < m

n
pour tout 1 < 5 < m, Z w;Tij < Cj,
=1

m
Z zij < 1,
j=1
ou pour tout 1 < ¢ < netpourtout 1 <j<m

1 si le foyer ¢ met ses enfants & ’école j,
Tij = i
0 sinon.

Le Probléme d’Assignation des Ecoles ' est un cas particulier du GAP ot
le poids des objets ne varie pas d’un sac & un autre. Il est donc possible d’uti-
liser un algorithme résolvant le GAP pour notre probléme.

Comme dit en introduction de cette section, nous cherchons a évaluer le
bienfait pour les parents d’éléves du déménagement d’une école de la ville de
Mons. La premiére étape est de créer un graphe qui va modéliser le réseau
routier de cette ville. En effet, une fois le graphe connu, nous pouvons déter-
miner le nombre de foyers, le nombre d’écoles ainsi que les distances entre ces

différents batiments.

Pour créer un tel graphe, nous utilisons les cartes extraites d’OpenStreet-
Map [Opel7|, alternative libre d’accés a Google Maps. Nous manipulons ces
cartes a 'aide du logiciel QGIS [QGI09]. Aprés diverses manipulations, nous
obtenons un graphe dont un fragment (le graphe en entier ayant 10394 noeuds
et 22088 arcs) est présenté a la Figure 5.18. Le nocud bleu est une école, les
rouges des autres batiments qui serviront de foyers et les gris servent & faire
les jonctions entre les batiments et le réseau routier et les routes entre elles.

Afin de construire la matrice de satisfaction des parents P, CUBE peut
prendre en compte 3 critéres. Le premier est basé sur la distance (exprimée

14. La complexité algorithmique du Probléme d’Assignation des Ecoles est étudiée dans

l’annexe A



120 Chapitre 5 — Affectation des batiments et problémes d’optimisation

FIGURE 5.18 — Un fragment du graphe de Mons.

en meétres) entre les foyers et les écoles. Ces distances sont calculées comme
les longueurs des plus courts chemins dans le graphe modélisant la ville. Si
pour tout foyer i et toute école j, d(i,j) est la distance entre i et j, alors la
satisfaction des parents vaut :

5510 < d(4,j) <500,

4 i 500 < d(i, §) < 1000
3 si 1000 < d(i, j) < 1500
2 si 1500 < d(i, §) < 2000
1 si 2000 < d(i, 7).

Le fait de diminuer la valeur de p;; tous les 500 métres jusqu’a 2000 metres
est totalement arbitraire. Nous pourrions totalement travailler avec une autre

valeur maximale ou une autre subdivision.

Le deuxiéme critére est basé sur le temps de trajet entre les foyers et les
écoles. Nous avons utilisé 'outil TomTom Traffic Stats - Area Analysis [Tom20].
Cet outil nous a permis d’extraire des données sur l'occupation du réseau
routier de la ville de Mons en avril 2019. Gréce a ces données, nous pouvons
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estimer le temps de trajet entre deux nceuds (exprimé en secondes) en fonction
de I’heure de la journée, via l'algortihme DOT (Algorithme 8). Si pour tout
foyer i et toute école j, t(7,7) est le temps de trajet nécessaire pour aller de i

a j, la satisfaction des parents vaut :
e 4si0<t(i,7) <600;
e 3 i 600 < t(i,5) < 1200;
e 25i 1200 < t(4,7) < 1800;
e 1 i 1800 < t(4,7).

Encore une fois, une autre répartition des valeurs peut étre définie par 1'utili-

sateur.

Enfin, le dernier critére est une préférence aléatoire pour telle ou telle école.
Cela permet de modéliser les préférences arbitraires des parents pour une école
en particulier.

Pour rappel, 'objectif de base de cette modélisation est d’évaluer si démé-
nager 1'Ecole du Futur (batiment bleu dans la Figure 5.19) dans le zoning des
Grands Prés (zone aux alentours du batiment rouge dans la Figure 5.19) est
avantageux pour les parents d’éléves. Pour réaliser cela, CUBE résout plusieurs
instances du probléme d’assignation des écoles. Grace aux évaluations des solu-
tions retournées, nous pouvons comparer la qualité des différentes affectations.

La Figure 5.20 reprend le comparatif des valeurs obtenues pour trois types
d’instances du probléme d’assignation des écoles. Le premier type répartit
les éléves dans les différentes écoles avec 'Ecole du Futur en centre-ville. Le
deuxiéme considére le déménagement mais ne change pas la répartition des
éléves. Le dernier type répartit tous les éléves en considérant le nouvel empla-

cement de 1'Ecole du Futur.

La matrice de satisfaction des parents est construite de telle sorte & prendre
en compte la distance entre les foyers et les écoles, le temps nécessaire pour se
rendre & ’école en démarrant & 8 h et une préférence arbitraire pour telle ou
telle école. Le nombre d’enfants & scolariser par foyer est décidé aléatoirement.
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Pour les exemples qui suivent, nous utilisons les données du recensement de
2011 [Dir14| sur le nombre d’habitants par logement et sur I’Age moyen des
habitants dans ’arrondissement de Mons pour créer notre distribution afin
de nous rapprocher de la vie réelle. Nous avons également fixé la capacité de
chaque école a 360 éleves.

Avec cette configuration, les résultats tendent a dire que le déménagement
est profitable aux parents. Ces résultats peuvent étre expliqués par la présence
de routes plus adaptées a une forte circulation dans le zoning des Grands
Prés. Le fait de ne pas devoir passer par le centre de Mons, zone fortement
embouteillée en heures de pointe, peut également avoir son influence sur les
résultats.

FIGURE 5.19
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CHAPITRE O

MODE D’EMPLOI DE CUBE

Les modéles présentés dans les chapitres précédents ont été implémentés et
regroupés dans 'outil CUBE, qui nous permet ainsi d’illustrer les modeles uti-
lisés. Grace aux solutions retournées par CUBE, il nous est possible de valider
Iefficacité des modéles dans le cadre de problématiques liées & la compacité
urbaine.

Ce chapitre est un guide d’utilisation des différents modules de CUBE. Les
consignes d’installation et le code de CUBE sont consultables a ’adresse sui-
vante : https://github.com/QuentinMeurisse/CUBE. Le module LS-
CUBE est implémenté en Java 8 et est utilisable sur tous systémes d’exploi-
tation. Les autres modules de CUBE sont implémentés en C+-+ 17. CUBE a
uniquement été testé et compilé sous systéme Linux. Une vidéo de démons-
tration de CUBE est disponible & ’adresse suivante : https://youtu.be/
uT6pCcfWI3c
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6.1 LSCUBE

Le premier outil implémenté, LSCUBE, se base sur les modéles présentés
dans le chapitre 3. LSCUBE pose un ensemble de questions & 'utilisateur afin

de définir le probléme a résoudre ainsi que la métaheuristique & employer.

Comme illustré a la Figure 6.1, les premiéres questions ont pour objectif
de définir le pavage. L’utilisateur doit donc définir le type de pavage (carré,
triangulaire ou hexagonal), le nombre de cellules en largeur et en longueur, et

enfin la longueur d’un c6té d’une cellule.

Choose type of tiling: square, triangular or hexagonal

|Square‘ |

What is the width of the tiling? (enter a integer greater than 0)
[20 |

What is the height of the tiling? (enter a integer greater than 0)
[20 |

What is the length of a side of a tile? (enter a number greater than 0)
i |

FIGURE 6.1 — Configuration du pavage dans LSCUBE.

L’utilisateur a ensuite la possibilité de verrouiller des cellules. Verrouiller
des cellules a pour effet de créer des zones dans l'ilot non modifiables par
I’algorithme. Comme illustré & la Figure 6.2, pour verrouiller une cellule, 1'uti-
lisateur doit entrer le numéro associé a cette derniére. Les cellules d’un pavage
sont numérotées de gauche a droite puis de haut en bas. La cellule en haut a

gauche d’un pavage porte le numéro 0.
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Enter a number in [0,400[
Do you want to lock a cell?
[148 |
| Oui || Non HAnnuIer‘
CECT—
E‘ Enter a number in [0,400[ E Enter a number in [0,400[
[1ag] | [1s0] |

oK

FIGURE 6.2 — Verouillage de cellules dans LSCUBE.

La Figure 6.3 contient les différentes questions posées a l'utilisateur pour
définir les contraintes & prendre en compte lors de la recherche.

Sélectionner une option sélectionner une option

|E| Do you want to consider green spaces? lzl Do you want to constraint the distance between the facades?

| oui || MNon HAnnuIer‘ | oui || Non HAnnuIer‘

Entrée Sélectionner une option

E‘ Enter the radius (an integer).
] |

[ ] [ton | Aot

lzl Enter the minimum number of buildings (an integer). lzl Enter the i number of buildings (an integer).
E] | [5 J

E Enter the minimum perimeter of buildings (an integer).
[0 |

| Ouil H Non HAnnuIer| Annuler

|z| Enter the maximum perimeter of buildings (an integer).
[50] J

lil Do you want to constraint the number of buildings?

Iz‘ Do you want to constraint the perimeter of buildings?

FIGURE 6.3 — Définition des contraintes dans LSCUBE.

Enfin, l'utilisateur est invité & choisir et configurer une métaheuristique
(voir Figure 6.4). S’il choisit le Random Descent ou le Parallel Tempering, il
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- Hill Climbing (type hd), B . B .
Enter max time without improvement (in ms):
Random Descent (type rd), [taoo ‘

- Parallel Tempering (type pt).

i |
E Enter the number of replicas (an integer): E Enter the minimum temperature of the system:
[s | [Teg |

lzl Enter the maximum temperature of the system:
[1e2] ]

FIGURE 6.4 — Choix et configuration de la métaheuristique dans LSCUBE.

Evaluation:
Buildings total are.
Buildings total perim
Number b

Green spaces area

FIGURE 6.5 — Affiche d’une solution dans LSCUBE.

doit définir le temps maximal d’exécution de ces deux algorithmes sans que
la solution soit améliorée. Si le Parallel Tempering est choisi, I'utilisateur doit
également configurer le nombre d’exécutions que 'algorithme effectue en pa-

ralléle et les températures minimales et maximales du systéme.

Une fois que l'utilisateur a répondu & toutes ces questions, une fenétre

montrant la construction de l'tlot s’ouvre (voir Figure 6.5).
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6.2 Module Théorie des Jeux de CUBE

Nous présentons, dans cette section, le fonctionnement du module de CUBE
basé sur les modéles du chapitre 4. Ce module est dans son fonctionnement
trés similaire au module précédent. L utilisateur doit fournir un ensemble de
paramétres afin de définir la forme du pavage et les joueurs. Cependant, 1'uti-
lisateur a maintenant accés a une interface graphique (voir Figure 6.6).

sssssssssssssssssss

FIGURE 6.6 — Module Théorie des Jeux de CUBE.

La Figure 6.7 illustre les différents champs & remplir pour définir le pavage :
le nombre de cellules en largeur, en longueur et 1’aire d’une cellule. L’utilisa-
teur peut également choisir le type de pavage. Grace au bouton SETUP, il est
possible de visualiser le pavage. L’utilisateur peut déplacer le pavage et zoomer
griace au menu zoom. L’utilisateur peut également réaliser ces actions via les
raccourcis clavier suivants : ctrl + +, ctrl + —, ctrl + «, ctrl + —,
ctrl + fetctrl + |.
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i_} eSSt Sa G Saay Tiling configuration
T

ﬁ width: 20

0 )

A C G R h _

S S S S e e "a e Height: 20

P W U W U W0 S S WP

L o e g o C .

AT T ells area: 1

Square tiling

Hexagonal tiling
Triangular tiling

SETUP

GO

FIGURE 6.7 — Panneau de configuration du pavage.

L’utilisateur peut maintenant verrouiller des cellules en chargeant un fichier
JSON (voir Figure 6.8). Ce fichier contient une liste de numéros de cellules
identifiée par la clé "lock". Le bouton Lock cells permet de verrouiller

cette liste de cellules et de les afficher sur le pavage précédemment défini.

Lock cells

Load locked cells

Lock cells

FIGURE 6.8 — Boutons permettant le verrouillage de certaines cellules.

Le formulaire de la Figure 6.9 permet de définir le jeu utilisé pour construire
un ilot. L’utilisateur doit choisir si les joueurs sélectionnent leur stratégie de
fagon déterministe (la meilleure stratégie parmi toutes les stratégies possibles)
ou de fagon aléatoire. Il est possible aussi de spécifier si la recherche doit démar-
rer d’une solution aléatoire ou non. L’utilisateur peut également sélectionner
les joueurs qui vont influer sur la construction de I'ilot et spécifier leurs para-
métres. Enfin, I'utilisateur doit spécifier le nombre de cellules blanches entre
les batiments et les espaces verts.

Il est également possible de prendre en compte la troisiéme dimension et
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Game
Gameplay Players
Determinist gameplay Porosity
Random gameplay Num buildings min: 5 max: 10

start from random solution

Buildings perimeter min: s max: 500

in: 3 max: 5

Num green spaces  mi
Creen spaces rate rate: 0.2

Max time without improvement (ms): 2000 Buildings height floor height:

Constraints
Distance between buildings: 4
Distance between green spaces: 1
Use 3D mode

Projection angle: 45

Projection height:

FIGURE 6.9 — Panneau de configuration du jeu.

la contrainte présentée dans la section 4.5 en cochant la case Use 3D mode.
Cocher cette case donne accés & un nouveau joueur modifiant la hauteur des
batiments. L’utilisateur doit aussi choisir ’angle et la hauteur de la projection
utilisée pour la contrainte de la luminosité. Rappelons que la gestion de la
troisiéme dimension n’est disponible que pour un pavage carré. Ainsi, il n’est
plus possible de choisir un pavage hexagonal ou triangulaire. Si un pavage a
déja été configuré, il est automatiquement converti en pavage carré.

Si le mode 3D est activé, I'utilisateur peut exporter la solution obtenue par
CUBE grace au bouton Save 3D configuration. Grace au script Python
generate_polyhedron.py, il est possible d’afficher la configuration sauve-
gardée dans le logiciel Blender [Blel8|. Une fois le script ouvert dans blender,
I'utilisateur doit spécifier le nom du fichier a la ligne 61 du script comme illus-
tré a la figure 6.10. I est nécessaire d’indiquer le chemin d’accés au fichier

complet, encadré par des guillemets.
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"""ENTER THE PATH TO THE FILE

file name "y efquentir

FIGURE 6.10 — Ligne ou spécifier le fichier contenant la configuration d’ilot dans
le script Blender.

Le bouton START (voir Figure 6.11) permet de démarrer la recherche une
fois le pavage, les joueurs et les contraintes configurés. Une fois une solution
obtenue, le bouton RESET SOLUTION permet d’effacer la solution pour avoir
un pavage vide. Enfin, le bouton STOP permet de stopper une recherche en

cours.

START RESET SOLUTION STOP

FIGURE 6.11 — Boutons de controles de la recherche d’EN.
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6.3 Module Jeu sur Graphe de CUBE

Cette section est consacrée a la présentation du module de CUBE basé
sur le modéle de la section 5.3. L’objectif de ce module est de déterminer les
meilleures positions dans un graphe pour des commerces de proximité et des
écoles en plagant des jetons de couleur sur les nceuds du graphe. La Figure

6.12 illustre le panneau de controle de ce module.

aaaaaaaaa

......

AAAAA

FIGURE 6.12 — Module Jeu sur Graphe de CUBE.

L’utilisateur peut charger un graphe via le bouton Load et sauvegarder la
solution obtenue par CUBE via le bouton Save. Les graphes sont stockés dans
des fichiers JSON. Un fichier contenant un graphe posséde deux clés d’acceés :
"nodes" pour les noceuds du graphe et "1inks" pour les arcs. Chaque nceud

posséde deux attributs :
e "id", un entier représentant le numéro du nceud;

e "data", une liste de trois éléments contenant les coordonnées du nceud
dans le plan et la couleur du nceud sous forme d’une chaine de carac-
téres HTML.

Chaque arc posséde trois attributs :
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e "source", le nceud source de l'arc,
e "target", le neeud cible de I'arc;

e "weight", le poids de l'arc.

L’utilisateur peut définir les joueurs via le tableau illustré a la Figure 6.13.
Chaque colonne définit un groupe de joueurs. Chaque groupe de joueurs sym-
bolise un type de facilité. Les joueurs d’un groupe peuvent étre coopératifs
(comme pour les écoles) ou non (comme pour les commerces de proximité).
Définir un joueur se fait en donnant la couleur, via son code HTML, du jeton
associé a chaque joueur dans le jeu. L’utilisateur peut ajouter ou supprimer
des joueurs en utilisant respectivement les boutons +row et —row. Il est éga-
lement possible d’ajouter et supprimer des groupes de joueurs via les boutons

+column et —column.

Players

1 2 - row +row
1 | Cooperative ~ | Not cooperative v
2 #OOFFFF #FFb300 ezl icz
3 #00elel #ff9500 Use old tokens
4 #00c3c3 #fF7700

Use memory
5 #00a5as #fF5900

Max memory size
Max duplication
Use variable neigh

Start

FIGURE 6.13 — Panneau de configuration des jetons et des joueurs.

Dans ce module, les joueurs sont implémentés de sorte & pouvoir bouger
leur jeton vers un noeud de méme valeur que leur nceud courant. Si deux noeuds
voisins sont de méme valeur, il est possible que le joueur bouge infiniment son
jeton d’un de ces noeuds a 'autre. Pour éviter cela, il est possible d’attribuer
a chaque joueur une mémoire finie via la case Use memory. La mémoire finie

est implémentée via une liste ayant une taille maximum (définie via le champ
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Max memory size). Cette mémoire contient les nceuds précédemment choi-
sis par le joueur. Si un nceud a été choisi récemment un trop grand nombre
de fois (nombre défini via le champ Max duplication), le joueur ne peut

plus choisir ce noeud. Cela I'oblige & choisir un autre noeud ou stopper la partie.

Comme expliqué dans la section 5.3, il est parfois intéressant de permettre
au joueur de choisir un nceud distant de n arcs par rapport a son nceud cou-
rant. Cocher la case Use variable neigh permet d’activer la recherche par
voisinage variable et de définir ce parameétre n.

Si une solution a déja été construite et que 1'utilisateur veut modifier cette
solution en y ajoutant des nouveaux joueurs, il est possible de prendre en
compte les jetons déja placés. En cochant la case Use old tokens de la
Figure 6.13, l'utilisateur a accés a la table de la Figure 6.14.

Old tokens
1 2 -row +row
1 Not players w | Players v T, P —
2 #OOFFFF #ffb300
3 #00elel #fFa500
4 #00c3c3 #FF7700

5 #00a5a5 #5900

FIGURE 6.14 — Panneau permettant d’utiliser des jetons déja placés sur le
graphe.

La table de la Figure 6.14 contient les couleurs des jetons déja placés, re-
groupés par type de facilité. Ces jetons peuvent étre considérés comme des
joueurs ou non. S’ils sont considérés comme des joueurs, le programme peut
les déplacer. Sinon, ils restent fixes. Chaque colonne de la Figure 6.14 est as-
sociée & la méme colonne de la Figure 6.13. Ainsi, un jeton de la colonne 1 est
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considéré comme un jeton du premier groupe de joueurs.

Enfin, le bouton Start de la Figure 6.13 permet d’ouvrir une nouvelle
fenétre affichant le graphe ainsi que la position initiale des joueurs s’ils ont été
définis (voir Figure 6.15).

FIGURE 6.15 — Fenétre contenant le déroulement du jeu.

L’utilisateur peut zoomer ou déplacer le graphe grace au menu Zoom ou via
les mémes raccourcis clavier que pour le pavage du module théorie des jeux.
Le bouton START permet de lancer la recherche des positions optimales pour
chaque jeton. Le bouton STOP permet d’arréter la recherche.

Remarque 6.3.1. Un troisiéme type de joueurs est implémenté. Ces joueurs
ont une fonction de coiits basée sur la fonction objectif du probléme des k-
centres. Soit un graphe G = (V, E). L’objectif de ces joueurs est de trouver un
ensemble de noeuds S € V de taille k£ qui minimise :

max min dg(v,u).

Cette fonction est trés similaire & celle des joueurs coopératifs symbolisant les
écoles. Ces joueurs cherchent & minimiser la somme des distances entre les
foyers et 1’école la plus proche. Les joueurs basés sur le k-centre cherchent a
minimiser la plus grande distance entre les foyers et 1’école la plus proche.
Cette nuance donne des comportements différents aux joueurs. Plus de détails
sur le probléme des k-centres sont consultables dans 'ouvrage de Farahani et
Hekmatfar [FHO09].



6.4 — Module FLP de CUBE 137

6.4 Module FLP de CUBE

Cette section présente le module résolvant des instances du FLP grace a
des algorithmes génétiques, comme expliqué dans la section 5.4. La Figure 6.16
illustre la fenétre principale de ce module. Dans cette fenétre, 'utilisateur a
accés au nombre d’entrepots/écoles ouvert(e)s et a I’évaluation de la solution
affichée.

FIGURE 6.16 — Module FLP de CUBE.

L’utilisateur peut charger et sauvegarder des graphes via des fichiers JSON
(grace au menu File). Ces fichiers suivent les mémes conventions que pour le
module précédent. Il est également possible de charger et de sauvegarder les
colits d’ouverture des entrepots et les cofits de transport via des fichiers JSON.
Un tel fichier posséde deux clés :

e "facilities" quirenvoie vers une liste contenant les cotits de construc-
tion sur chaque noeud du graphe;

e "transport" quirenvoie vers une matrice contenant les cotits de trans-
port entre chaque paire de nceuds du graphe.
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En sélectionnant 'option Settings du menu Search, l'utilisateur a accés
a la fenétre de la Figure 6.17. Cette fenétre permet de configurer I’algorithme
génétique en spécifiant le nombre de générations, la taille de la population et

la probabilité qu’un individu subisse une mutation.

= Genetic Search Settings

Number of generation 500

Population's size 50

Mutation's rate 0.01
Use default school cost 5

Use default meving cost
{Use distance constraint:
Maximum distance 4

Penalty 30

oK Cancel

FIGURE 6.17 — Fenétre de configuration de l'algorithme génétique et de l'ins-
tance du FLP.

Si l'utilisateur ne posséde pas de fichier JSON contenant les cotits rela-
tifs au FLP, il peut les définir dans cette fenétre. Le champ Use default
facilities cost attribue, a tous les nceuds du graphe, la valeur donnée
en entrée comme colt d’ouverture. Si I'utilisateur coche la case Use default
transport cost, les cotits de transport sont calculés comme étant les lon-

gueurs des plus courts chemins du graphe.

Dans la fenétre de la Figure 6.17, l'utilisateur peut également définir une
contrainte. Cette contrainte porte sur la distance maximale qu’il doit y avoir
entre un foyer et ’école la plus proche. Il donc possible de spécifier cette dis-
tance ainsi que la pénalité & ajouter a la fonction objectif pour chaque client
étant trop éloigné des entrepots.

Dans le menu Settings de la fenétre principale (Figure 6.16), I'utilisateur
a accés aux options Add schools et Add homes. En sélectionnant I'option
Add schools, l'utilisateur peut forcer certains nceuds a étre des écoles. Une
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fois 'option activée, il suffit de cliquer sur un nceud pour le transformer en
école. Cliquer une seconde fois sur ce nceud annule ce choix. L’option Add

homes fonctionne de fagon analogue et permet d’ajouter des foyers.

Une fois toutes les configurations réalisées, 1'utilisateur peut démarrer 1’al-
gorithme grace a 'option Start du menu Search ou la touche F1 de son
clavier. L’utilisateur peut réinitialiser la solution & ’écran grace & 'option

Refresh du menu File ou la touche F5.
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6.5 Module GAP de CUBE

Cette section présente le module de CUBE basé sur les modéles détaillés a
la section 5.5. Ce module est une interface permettant de définir les critéres a
prendre en compte pour évaluer ’affectation des écoles dans une ville.

Ce module ne fournit pas les outils pour créer et afficher le graphe associé
a une ville. Pour créer et exporter de tels graphes, nous utilisons la version
3.16 du logiciel QGIS [QGI09] muni des plugins Networks et SAGA. A T'aide
du script ggis_buildgraph.py, il est possible de générer un tel graphe a
partir des fichiers buildings.shp et roads. shp obtenus & ’aide d’OpenS-
treetMap [Opel7|. Le script gqgis_exportgraph.py permet d’exporter un
tel graphe sous format JSON.

La Figure 6.18 illustre les différentes options que I'utilisateur doit remplir
pour évaluer une affectation des écoles a ’aide du GAP. Il doit dans un premier
temps charger le fichier contenant le graphe sur lequel travailler. L utilisateur
doit également spécifier le dossier dans lequel sauvegarder la solution trouvée
pour le GAP ainsi que les matrices de poids et de profits.

L’utilisateur doit spécifier la clé du fichier JSON donnant accés aux lon-
gueurs des plus courts chemins entre les foyers. Comme expliqué dans la section
5.5, ces longueurs sont catégorisées. A chaque catégorie est associée une valeur
symbolisant le profit des parents & mettre leurs enfants dans une école proche.
Plus la distance est courte, plus le profit est grand. L’utilisateur est donc invité
& spécifier le nombre de catégories ainsi que la plus grande distance tolérable.
Toutes les distances supérieures a cette valeur maximale appartiennent & la
méme catégorie. De maniére analogue, 1'utilisateur peut prendre en compte le

temps de parcours et une préférence aléatoire pour définir la matrice de profits.
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Files
Load graph

Save dir

Configuration

Distance

Weight key length
Max distance 2000

Num categories 5

Times
Use time
Times key
Start time

Max time

Num categories 5

Random preference

Use random preference

Max value 5

Must be configured

START

FIGURE 6.18 — Module GAP de CUBE.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

7.1 Conclusion

Nous avons, tout au long de cette thése, présenté divers modéles mathéma-
tiques que nous appliquons & la problématique de la compacité urbaine. Nous
avons également implémenté ces modéles afin de tester leur efficacité dans le

cadre des problémes étudiés.

Dans le chapitre 3, nous avons présenté une modélisation de I'ilot en deux
dimensions. Ce modéle est adapté a 'utilisation d’algorithmes de recherche
locale et de métaheuristiques. Un premier ensemble de contraintes a été im-
plémenté afin de guider CUBE vers des solutions plus pertinentes. Grace a
la collaboration entre les différents membres de CoMod, il est ressorti que les
premiéres solutions retournées par CUBE était prometteuses. Ainsi, le mo-
deéle semblait assez mir pour considérer un composant supplémentaire dans
I'ilot : les espaces verts. Toutefois, les solutions retournées étaient de qualité
seulement si 'on considére que des batiments. Une fois les espaces non-batis
introduits, i.e. un composant de I’flot en opposition avec le bati, cette premiére
approche a montré ses limites.

Au vu des limites rencontrées par le modéle du chapitre 3, nous avons, dans

143
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le chapitre 4, introduit des notions de théorie des jeux. Grace & ces notions,
les conflits entre le bati et les espaces verts ont pu étre gérés. De plus, grace
a la théorie des jeux, il s’avére plus facile de définir un comportement influant
sur la construction de I'ilot spécifique & chaque critére. Il est également aisé
de considérer de nouveaux critéres, via l’ajout de joueurs. Nous avons donc pu

traiter la hauteur des batiments et ajouter la troisiéme dimension de 1'ilot.

Dans le chapitre 5, nous avons travaillé sur des problématiques liées a
I’affectation des batiments. Ces problématiques nous ont amené & changer
d’échelle urbaine. En effet, gérer 'affectation des batiments a plus de sens
& l’échelle du quartier ou de la ville. Disposant désormais d’un outil générant
des ilots compacts, nous avons pu abstraire la forme des batiments et utiliser
un graphe pour modéliser un quartier ou une ville. A I’aide des graphes, nous
avons pu étudier l'affectation des commerces de proximité et des écoles via la
théorie des jeux et les problémes d’optimisation que sont le Facility Location

Problem et le Knapsack Problem.

7.2 Perspectives

Pour conclure, nous discutons ici de quelques perspectives liées & notre tra-
vail. Nous avons fait le choix, dans cette thése, de générer des configurations
d’ilot via la recherche d’Equilibres de Nash dans un jeu. Cependant, implémen-
ter un module basé sur la recherche d’optima de Pareto reste une perspective
pertinente.

Ces deux notions sont conceptuellement différentes. Lors de la recherche
d’un Equilibre de Nash, améliorer un objectif se fait indépendamment des
autres critéres. Il est donc possible de dégrader les tous les autre objectifs en
faveur d’un seul. Atteindre un optimum de Pareto ne peut pas se faire au dé-
triment des autres critéres. Cette différence fondamentale peut amener & des
solutions tres différentes. Ainsi, avoir un module supplémentaire dédié aux op-
tima de Pareto nous permettrait de comparer les deux approches et d’étudier

leurs avantages et inconvénients pour notre probléme.
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Nous avons étudié plusieurs problématiques liées & la compacité. Cela nous
a permis de présenter une plus grande variété de modéles et d’algorithmes des-
tinés aux urbanistes. Ainsi, bien que le module Théorie des Jeux de CUBE soit
suffisamment flexible pour considérer un grand nombre de critéres de compa-
cité, il ne prend en compte que quelques critéres simples. Un travail futur pour-
rait consister en I'implémentation de nouveaux critéres de compacité. L’ajout
de critéres pourrait augmenter la qualité urbanistique des solutions proposées
par CUBE.

Nous pourrions, notamment, ajouter une contrainte pour encourager CUBE
A construire des batiments en bordure de I'ilot plutét que proche du centre.
L’ajout d’un joueur qui observe le rapport entre 'aire et le périmétre des bati-
ments est également intéressant. Un tel joueur pourrait aider & éviter les formes

en escaliers que peuvent avoir certains batiments.

Un travail sur les pavages peut également améliorer les configurations ob-
tenues. Utiliser un pavage composé de plusieurs type de cellules permettrait
d’une part de varier la forme de I'ilot et d’autre part d’avoir des formes intra-ilot
avec des propriétés différentes. Une autre possibilité est de faire varier I’échelle
des cellules. Avoir des zones de cellules de plus petite échelle nous donne la

possibilité d’étre plus précis dans la conception de la forme des béatiments.

Bien que nous ayons traité des problématiques a I’échelle du quartier et
de la ville dans le chapitre 5, nous avons surtout travaillé a ’échelle de 1'ilot.
Or, ces deux autres échelles apportent leur lot de questions. Ainsi, déterminer
si une ville compacte est simplement un agencement d’ilots compacts est une
premiére question pouvant étre posée aussi bien aux urbanistes qu’aux mathé-

maticiens et informaticiens.

La ville est un systéme beaucoup plus complexe que 1'ilot. Il sera donc né-
cessaire de concevoir des outils plus complexes pour modéliser une ville. En
outre, la ville et le quartier ont des spécificités que I'ilot n’a pas, notamment
la gestion du réseau routier.
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Un fagon d’aborder ce changement d’échelle pourrait se faire en changeant
I'interprétation des cellules d’un pavage via un effet de «zoom et dézoomy. Ici,
une cellule ne serait plus une unité de 1 m? mais un ilot complet. Nous pour-
rions ainsi utiliser un pavage pour déterminer les emplacements des ilots dans
une ville ou un quartier. Il serait ensuite possible de retravailler & I’échelle de
Iilot pour ajuster les configurations en fonction de leur emplacement et des

nouveaux critéres identifiés.

Dans leur article de 2018 [EFCA1S|, Erin et al. retracent 1’évolution des
méthodes quantitatives utilisées pour étudier les morphologies urbaines. Les
méthodes les plus récentes utilisent, a différents degrés, des outils d’aide infor-
matiques. Cependant, ces outils informatiques peuvent étre uniquement dédié a
la problématique étudiée. Une prochaine étape dans ’étude des morphologies
urbaines pourrait étre d’y intégrer des modéles issus des sciences mathéma-
tiques. Comme stipulé précédemment, ces modeéles et algorithmes sont trés
généraux et flexibles. Ainsi, un méme modéle ou algorithme peut ne nécessiter
que quelques adaptations pour résoudre d’autre problémes, urbanistiques ou

non.

Par exemple, de tels modéles peuvent aider & 'aménagement de ville afin
de faire face & divers vulnérabilités. En effet, la théorie des jeux modélise des
interactions entre des entités ou des systémes comme des jeux multijoueurs.
Ces entités peuvent étre de diverses natures et symboliser des phénoménes na-
turels. Il est donc possible de créer un jeu ot un des joueurs est un cours d’eau
qui déborde et les autre joueurs des entités devant faire face aux inondations.
Un tel jeu pourrait aider & déterminer une distance de sécurité entre les habi-
tations et le cours d’eau et les lieux ou il est impératif de placer des digues,

par exemple.

Une autre utilisation des modéles présentés dans cette thése peut étre faite
en changeant leur interprétation. Il est naturel d’utiliser le FLP pour des pro-
blémes liés a 'ouverture d’entrepots pour fournir des clients. Nous avons utilisé
ce probléme d’optimisation afin de déterminer la position et le nombre opti-
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mal d’écoles a ouvrir afin que les foyers aient un accés rapide a 1’éducation.
Le FLP pourrait également servir a gérer certains aspects d’une pandémie. Au
lieu d’ouvrir des entrepots ou des écoles, il peut étre utilisé afin de déterminer

les meilleurs emplacements pour des centres de dépistage.
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ANNEXE A

COMPLEXITE DES PROBLEMES PRECEDEMMENT
DEFINIS

Dans cette annexe, nous étudions la complezité algorithmique des différents
problémes définis précédemment. Nous supposons que le lecteur est familier
avec les classes de complexité et la notation grand O. La cas échéant, le lecteur
peut se référer & 'ouvrage de Cormen et al. [CLRS09| pour de plus amples

informations.

A.1 Affectation des commerces via un jeu

Nous avons défini, dans la section 5.3, un jeu dont 'objectif est de placer k

commerces dans une ville. Pour rappel, la définition de ce jeu est la suivante :

Définition A.1.1. Soit un graphe G, nous notons White(G) 1'ensemble
des neeuds blancs de G. Soit N = {1,...,n}, 'ensemble des joueurs. Le
probléme d’affectation des commerces de proximité est modélisé comme le
jeu G = (N, (Si)ien, (gi)ien), ou pour tout i € N, S; = White(G). Si nous
notons v; € White(G) le nceud de G choisi pas le joueur 4, la fonction de

155
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gains de ce joueur est définie comme suit :

gi(v;) = 2 da(u,v;), (A.1)

ueW hite(QG)

ol dg(u,v;) est la longueur d’un plus court chemin du neeud u vers le

noeud v. Les joueurs veulent minimiser leur fonction de cotts.

Ici, les gains d’un joueur ne dépendent pas des nceuds choisis par les autres
joueurs. En ayant connaissance des longueurs des plus courts chemins entre
chaque paire de noeuds de G, il est donc possible de déterminer la valeur de
I'équation A.1 pour chaque sommet de G en O(n?), oil n est le nombre de
sommets de G.

Une fois chaque nceud évalué, il suffit de sélectionner les k noeuds engen-
drant les plus petits gains. L’objectif des k joueurs étant de minimiser leurs
gains, sélectionner ces k nocuds retourne la solution optimale.

Bien que résoudre ce jeu peut se faire naivement en temps polynomial, I’ap-
proche proposée dans la section 5.3 reste pertinente. En effet, nous travaillons
avec des graphes modélisant des villes. Ces graphes peuvent posséder un grand
nombre de nceuds. Ainsi, malgré des calculs en O(n?), évaluer tous les nceuds
du graphe peut quand méme nécessiter un temps de calcul conséquent. Ap-
pliquer une recherche de proche en proche, pour trouver les meilleurs noeuds,

réduit le nombre de noeuds a évaluer et donc le temps de calcul.

A.2 Affection des écoles via un jeu

Nous avons défini, dans la section 5.3, un jeu dont l'objectif est de placer
k écoles dans une ville. Pour rappel, la définition de ce jeu est la suivante :

Définition A.2.1. Soit un graphe G, nous notons White(G) ’ensemble
des nceuds blancs de G et Blue(G) l'ensemble de nceuds bleus de G.
Soit N = {1,...,n}, ensemble des joueurs. Le probléme d’affectation
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des écoles est modélisé comme le jeu G = (N, (S;)ien, (gi)ien), 00 pour
tout i € N, S; = White(G). Si nous notons v; € White(G) le nceud de G
choisi par le joueur 7, nous avons Blue(G) = {v; : i € N}la fonction de

gains de ce joueur est définie comme suit :

gi(vi,v—;) = Z min dg(u,b),
ueW hite(QG) beBlue(G)

ou dg(u,b) est la longueur d’un plus court chemin du noeud wu vers le nceud

b. Les joueurs veulent minimiser leur fonction de gains.

A notations prés, la fonction de gains de ce jeu est identique a la fonction
objectif du k-Median Problem.

Définition A.2.2 (k-Median Problem [SO06|). Soient I = {i1,...,%mn} un
ensemble de sites ol des entrepots peuvent étre construits, J = {j1,...,jn}

un ensemble de clients et une matrice C' = (c;5)ier ol ¢ est le cott de
jeJ
transport de ’entrepét i au client j.

L’objectif du k-Median Problem est de trouver ¢ < S < I tel que S
minimise :

©(5) :];nglcij,
et |S| <k

Le k-Median Problem est trés similaire au FLP. Ici, ouvrir un entrepdt n’a

pas de colit mais on ne peut en ouvrir qu’au plus k.

Dans son article, Solis-Oba prouve que le k-Median Problem est NP-difficile
[SO06]. Nous en déduisons que le jeu d’affectation de k écoles est aussi NP-
difficile.
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A.3 Probléme d’Assignation des Ecoles

Dans la section 5.5 nous avons défini le Probléme d’Assignation des Ecoles

comme suit :

Définition A.3.1 (Probléme d’Assignation des Ecoles). Soient n foyers
et m écoles. Soit le vecteur ¢ = (c1,...,cn) tel que pour tout j, ¢j soit
le nombre maximum d’éléves que 1’école j peut accueillir. Soit le vecteur
(w1, ..., wy) ou pour tout 1 < i < n, w; est le nombre d’enfants & scolariser

dans le foyer i. Soit P = (p;;) 1<i<n tel que pour ¢ et pour tout j, p;j est la
1<j<m
satisfaction du foyer 7 de mettre leurs enfants & I’école j. L’objectif d’une

instance de ce probléme est de maximiser :
m
2, 2P

g=1la=l

sous les contraintes que

n
pour tout 1 < 5 < mZ WiTi5 < Cj,
i=1

m
2 @i <1,
i=1

ou pour tout 1 <7< netpourtout 1 <j<m

1 si le foyer i met ses enfants & 1’école j,
Tij = )
0 sinon.

Afin de déterminer la complexité algorithmique de ce probléme, nous de-
vons définir le Multiple Knapsack Problem (MKP). Ce probléme est une va-

riante du Knapsack Problem utilisant plusieurs sacs & dos.

Définition A.3.2 (Multiple Knapsack Problem). Soient n objets et m
sacs. Soient le vecteur ¢ = (c1,...,cm)tel que pour j, ¢; soit la capacité
maximale du sac j et les vecteurs (wi,...,wy) et (p1,...,pn) tels que
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pour tout 1 < i < n, w; et p; sont respectivement le poids et la valeur

qu’a l'objet 7. L’objectif d’une instance du MKP est de maximiser :

m n
Z Z Diij,

j=1i=1

sous les contraintes que pour tout 1 < j < m

n
pour tout 1 < 5 <m Z W;Tij < Cjy
=1

m
Z zij < 1,
j=1
ol pour tout 1 < ¢ < n et pour tout 1 < j < m

1 si le foyer ¢ met ses enfants a 1’école 7,
Tij = )
0 sinon.

Lemme A.3.3 ([MT90]|). MKP est NP-difficile

Lemme A.3.4. Le Probleme d’Assignation des Ecoles est NP-difficile

Preuve. Trivialement, MKP est équivalent au cas particulier du Probléme
d’Assignation des Ecoles ot la satisfaction des foyers ne change pas d’une
école & une autre i.e., le cas ol la matrice P est de la forme

2R |
p2 - D2
Pn ' DPn

D’ott le Probléme d’Assignation des Ecoles est NP-difficile O
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